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PREFACIO 


Esto libro es un manual del curso de «Geometría» para 
los centros de enseñanza secundaria ospecial. Los autoros 
trataron de dar a conocer a los estudiantes las nociones mate- 
máticas más importantes y los métodos que tienen gran 
aplicación, así como de mantener una debida sucesión en 
el contenido, terminología y simbolismo con el curso de 
matemática de la escuela secundaria. El material teórico 
so expone conjuntamente con el análisis de los problemas, 
y al final de cada capítulo se ofrecen problemas para el 
estudio individual de los estudiantes. 

La segunda edición del manual está representada por un 
solo libro y se modificó sustancialmente, tomando en cuenta 
las observaciones do profesores y motodistas formuladas al 
discutir el manual, así como la experiencia acumulada du- 
rante ol trabajo con el mismo. Se modificó y complementó 
el sistoma de ejercicios para cada capítulo. 

Señalemos las diferencias más sustanciales de la sogunda 
edición del manual. 

En la nueva edición los vectores en el plano y en el espa- 
cio se interpretan no como traslados paralelos, sino como 
segmentos dirigidos con las respectivas operaciones de adi- 
ción de los vectores y de multiplicación del vector por un 
número. Los problemas geométricos y físicos que se rosuelven 
Por el método voctorial (cap. 1) están sistematizados y reu- 
nidos en un mismo párrafo. El númoro de talos problemas 
fue considerablemente aumentado. 

El material del capítulo TT Rectas en el plano» y del 
capítulo ПІ «Curvas de segundo orden» está considorable- 
mente modificado y expuesto con mayor precisión. También 
se efectuaron algunas reducciones. Por ejemplo, dol capí- 
tulo ЇЇ se excluyó el párrafo «Ecuación de ина recla en 
coordenadas polares», y del capítulo III, los párrafos dedi- 
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cados a la construcción de puntos de la elipse, hipérbola 
y parábola con ayuda del compás y la regla. 

La primera parte del capítulo IV «Rectas y planos en 
el espacio. Poliedros» está escrita de nuevo y contiene los 
principales conocimientos de la estereometría. Aquí están 
expuestas tales cuestiones como la axiomática de la estereo- 
metría, situación recíproca de las rectas y planos en el 
espacio, el teorema de las tres perpendiculares, etc. La segun- 
da parte del capítulo IV está dedicada a los poliedros y es 
una оооба del material correspondiente del capí- 
tulo Й parto II de la primera edición. 

El capítulo V «Ecuaciones de las rectas y de los planos 
en el espacio» está reducido considerablemente, ya que el 
material relativo a la estereometría está expuesto, princi- 
pal mente, en el capítulo anterior, sin servirse de los métodos 
de la geometría analítica. 

En el capítulo VII «Volúmenes de los cuerpos y áreas 
de las superficies» están simplificadas sustancialmente 
las definiciones y terminología. La deducción de muchas 
fórmulas está simplificada, y algunas fórmulas secundarias 
están suprimidas. 

En la segunda edición del libro está incluido un «Breve 
esbozo histórico». 

El material que excede el marco del programa está mar- 
cado con un asterisco. 

En la preparación de la segunda edición se prestó especial 
atención al mejoramiento del estilo. Los autores consideran 
que lograron simplificar muchas demostraciones, haciéndo- 
las así más accosibles para los estudiantes. 

Los problemas están sistematizados para todos los capí- 
tulos, gran parte do ellos está sustituida por nuevos. Las 
formulaciones de muchos problemas viejos están precisadas. 
Нап sido eliminadas todas las inexaclitudos y erratas per- 
cibidas en las respuestas. 

Los autores consideran como un deber agradable expre- 
sar su gratitud al crítico oficial, profesor de la escuela téc- 
nica de la ciudad de Kuznetsk, V. 1. Kogan, al metodista 
superior del Gabineto Científico y Metodológico del Minis- 
terio de Enseñanza Superior de la URSS, I. I. Agápova 
y a los profesores de las escuelas técnicas de Moscú 
A. A. Adamovich, Т. V. Borisova, Z. 1. Dobrina, E. V. Zar- 
kova quo cxaminaron atentamente el original del manual 
e hicieron una serie de valiosas observaciones críticas. 


Los autores 


Capítulo Y 


VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO 


$ 1. Variables vectoriales y escalares 


En la mecánica, en la física y on muchas ciencias técni- 
cas se estudian magnitudes de distinto género. Unas magni- 
tudes (longitud, área, volumen, masa, densidad, tempera- 
tura, otc.) se definen completamente por un solo valor numé- 
rico, una vez escogida la unidad de medida. Tales magni- 
tudes se denominan variables escalares (numéricas). 

Otras magnitudes (fuerza, velocidad, aceleración, ote.) 
se definen no sólo por el valor numérico, sino también por 


Az 


ғ, А 


Fa 


Ay 
о F y o F A 


Fig. 4 vig. 2 


la orientación en el espacio. 'Pales magnitudes se denominan 
variables vectoriales. 

La variable vectorial se expresa geométricamente por 
medio de un segmento de determinadas longitud y dirección. 
Al mismo tiempo, la longitud del segmento, según la unidad 
de escala escogida, es igual al valor numérico de la variablo 
vectorial, y la dirección del segmento coincide con la direc- 
ción de esta variable. Supongamos, por ejemplo, que al 
punto O están aplicadas dos fuerzas F, y F, (fig. 1). Las 
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magnitudes de estas fuerzas son iguales, pero tienen dis- 
tintas direcciones y, por lo tanto, están representadas en 


la figura por dos segmentos dirigidos distintos OA, y 04, 
de igual longitud. 


51 la magnitud de la fuerza F, es superior а la magnitud 
> 
de la fuerza F,, la longitud del segmento OA,, que expresa 


Fig. 3 


la fuerza F,, dobe ser respectivamente mayor que la longi- 


tud del segmento ОЛ», que presenta la fuerza F, (fig. 2). 

De la mecánica se sabe, que las fuerzas aplicadas a un 
mismo punto se suman según la regla del paralelogramo. Por 
ejemplo, la acción de las fuerzas F, y Fa, aplicadas al pun- 
to O, es equivalente a la acción de la fuerza F, que se expresa 


en la figura mediante la diagonal dirigida ОА del paralolo- 
gramo 04,44, (fig. 3), construido sobre los segmentos 


dirigidos ОД, y ОА». En este caso so escribe F = F, + Fy 

En general, para estudiar las variables vectoriales es 
cómodo utilizar los segmentos dirigidos, para los cuales, 
según las reglas respectivas, están introducidas la noción 
do igualdad y definidas las operaciones de adición y multi- 


plicación por un número. Tales segmentos dirigidos se 
denominan voctores. 


$ 2. Vectores 


Cualquier segmento de una recta tiene dos puntos extre- 
mos. Si uno de ellos se toma como origen del segmento y el 
otro, como punto final, el segmento en cuestión se denota 
dirigido. Los segmentos dirigidos habitualmente : se denotan 


con dos letras con flechas, por ejemplo, AB, BA, ОА, OB, 
ete., donde la primera letra denota el origen del segmento 
y la secunda, el extremo del segmento. 
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Dos segmentos dirigidos se consideran iguales si tienen 
longitudes iguales, son paralelos y están orientados en un 
mismo sentido. Por ejemplo, en la figura 4 donde ABCD 


es un paralelogramo, los segmentos dirigidos 4% y DË son 
iguales, ya que  AB|=|DC|, 


(АВ) || (DC) y los segmentos АВ 2 * 
=> 


y DC están orientados en el mis- 
mo sentido. 


Los segmentos dirigidos AB y 


AD no son iguales, ya que no 
son paralelos. Los segmentos di- Fig. 4 

rigidos АВ у CD tampoco son 

iguales, ya que tienen el sentido opuesto, aunque son pa- 
ralelos y de la misma longitud. 

Los segmentos dirigidos con la noción de igualdad intro- 
ducida se denominan vectores. En los párrafos que siguen 
serán introducidas para ellos las operaciones de adición, 
sustracción y multiplicación por un número. 

Conforme a la definición todos los segmentos dirigidos 
iguales entre sí representan un mismo vector. Por ejemplo, 
si un vector representado en la figura 4 como un segmento 
dirigido AB, se denota a, entonces а = AB = DC. 


La longitud del vector a = AB denotada |а | o | AB |; 
es la longitud del segmento AB. La dirección del vector а = 


= AB, es la dirección definida por el rayo AB. 
Un vector, cuya longitud es igual a cero, se donomina 
vector nulo y se designa 0. Es evidente, que el origen del 


vector nulo coincide con su extremo: 0 = 44 = BB. 
Así pues, cada vector а == © se define completamente por 
la longitud y la dirección. El vector nulo no tiene dirección. 


$ 3. Suma de vectores 


Sean dados dos vectores а = ОА y b= OB (fig. 5). 
Tracemos del punto A tal segmento АС, que AC = b. 
Entonces el vector с == ОЁ se denomina suma de los vectores 
а y b y se designa a + b. 
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эк © 

Así pues; ОА + АЁ = 00. Esta igualdad se denomina 
régla del triángulo de adición de dos vectores. Es evidente, 
que esta regla os válida en el caso, cuando los puntos O, А 


Fig. 5 


y B se encuentran en una misma recta (figs, 6, 7). En parti- 
cular, а + 0 = а. 

La adición de los vectores tiene las siguientes propio- 
dades: 


b a b 
—i e eee 
о в А с (69) 
Fig. б 
b b (1) 
B о с А 
Fig. 7 


ú. Propiedad de.conmutatividad: 
para cualesquiera vectores a y b 


a+b=b+a. a) 


2. Propiedad de asociatividad:> 
para cualesquiera vectores a, b y с 


(а +b) +с=а + (b + с). (2) 
=> > 
O 1. Supongamos que а = ОА, b = OB. Consideremos 
el caso cuando los puntos O, A y B no están situados en la 
misma recta. Construyamos en los segmontos OA y OB el 
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paralelogramo OACB (fig. 8). Entonces |04 | = | BC |, 
(ОА) |I (BC) у 10B | = | AC |, (OB) (АС), como lados 


Fig. 8 


opuestos del paralelogramo, Por lo tanto, a = ОА = ВС, 
lg 
ъ= ОВ = АС y, por consiguiente 


a+b=04+AC=00, b+a=0B+B6=00, 


lo que demuestra la igualdad (1). 


ага el caso, cuando los puntos O, A, В están situados 
en una misma recta, demuestren las igualdades independien- 
tomente (1). > 


2. Tracemos desde cierto punto O el vector OA = a, 
del punto A, el vector AB = b y, por último, tracemos el 


(ат) с a+ (bc) + 
Fig. 9 Fig. 10 


vector BË = с desde el punto B (figs. 9, 10). Unamos con 


el segmento OC los puntos O y С. Entonces, por un lado, 
(véase la fig. 9), 


(+5) +0=(04 + АВ) +50 = BC YO0B=0C, 
ск 
АБ 68 +82 


y, por otro lado, (véase la fig. 10), 
a+ (b+c)= А+ (АЁ BC)=01-+ AC=00, 
lo que demuestra la igualdad (2). m 
De la figura 8 se ve, que la suma do los vectores a = ОЛ 


y b = ОЙ os igual а la_diagónal dirigida OU del paralelo- 
gramo ОАСВ, construido sobre los segmentos ОА y OB, 
es decir 


0A+0B=00. 


Esta igualdad se denomina regla del paralelogranío do adición 
de dos vectores. 

Puesto que la adición de los vectores os asociativa, la 
suma de tres y mayor cantidad de veclores se escribe sin 


Fig. 44 Fig. 12 


paréntesis. Por ejemplo, en vez de (а +b) + coa + (b + с) 
se escribe а + b + с. 

Si se requiere hallar la suma de três o mayor cantidad 
de vectores} se utiliza la llamada regla del poligono. Esta 
consiste en lo siguiente. 

Supongamos que se dan los vectores a, b, c, d y se 
requiere hallar su suma. 

Escojamos cierto punto O (fig. 11) y construyamos tal 

> 


segmento OA que OÁ =a, luego, construyamos tal seg- 


> 
mento АВ que АВ = Б, etc. Sigamos construyendo hasta que 
sean agotados todos los vectores sumandos. El segmento 
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> нү == 
dirigido ОЮ quezierra la quebra 
suma de los vectores dados. " 

Problema 1. Se da el paralelopípodo АВСБА,В,Сур\. 


Hállose la suma de los vectores AB, BC, СС, ВА, 
DB (tig. 12). 


ау será igual a la 


Fig. 45 Fig. 14 


A Юе las propiedades do las aristas del paralelepípedo 
=> 


> ш» к — 
se deduce, que B,C, = BC, BA, = С,0џ, В.В = D,D. 
Por lo tanto 


=i ee 
AB+B,C,+C€,+B,8,+B,B=AB+BU4CC,+ 
к. сек 
+D, + D,D. Ж 

Utilizando la regla del polígono, obtendremos (fig. ¿9 

ARA ESA 

AB+BC+CC,+C,D,+D,D=AD. д 
Problema 2. Bállese la suma KD + MC + DM + СК. 


Utilizando la propiedad de conmutatividad de la 
ón de vectores obtenemos 


К ы E а 
KD+MC4+DM+CK=KD+DM+MC+CK. 
Ahora según la regla del polígono hallamos 
E EA 
KDDM+MC+CK=KK=0. A 
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Problema 3. Se da la pirámide triangular ABCD (fig. 14). 
o al a 
Hálleso la suma АЙ + CD + AC + BC + ЮЛ. 
2 Utilizando las propiedades de conmutatividad y de 
asociatividad de la adición de vectores, oblendremos 
AB+CD+AC+BC+DA= 
ж ER 4 


=AB+BC4CD4+DA+AC=4. д 


$ 4. Vectores opuestos. 
Sustracción de los vectores 


iefa de los dos Fectoros, cuya suma es igual al 

vector nulo, Ѕе “denominan opuestos. El vector opuesto al 

vector a se designa —a. Por lo tanto, según la definición 
яч 


а + (—а) = 0. 


Do la definición so deduce que, si a = AB, —a = BA, 
es decir, los vectores opuestos tienen longitudes iguales 


D, с в с 


Fig. 15 Fig. 16 


y direcciones opuestas. Por ejemplo, si ABCD es un para- 
lelogramo, los vectores AB у CD son opuestos (fig. 15). 


Los vectores AD y ЄЙ también son opuestos. 

ka] Para cualesquiera de los dos voctores а y b, el vector 
с = а + (—b) so denomina diferencia de los vectores a y b 
y so designa a — b. Así pues, según la definición 


a—b=a + (a 


Sia = OA y b = ОВ (fig. 16), entoncos a — b = бй — 
de a 
— 06 = 04 + BÖ = ВО + 04 = ВА. Por lo tanto, 


(1 


En la figura so ve que ЎА es una diagonal dirigida dol 
paralelogramo OACB, construido sobre los segmentos OA 


y OB. La otra diagonal OC expresa Ја suma de los vectores 


0А y OB. 
No es difícil notar que la fórmula (1) puede utilizarse sin 
recurrir al dibujo: con este propósito es suficiente observar 


0 с 


Fig. 47 


atentamente el orden do disposición de las letras en la ins- 
cripción de los datos y vectores buscados. Así, por ejemplo, 


PO—PÑ=N0. (2) 


1] 


Problema. Se da tal cuadrilátero ABCD, que AD = 

= AC — AB. Demuéstrose que ABCD es un paralelogramo. 
Según la fórmula (2) se Liene 
AC—AB=BC. 

Por consiguiente, BC = AD y, por lo tanto, | BC | = 


= | AÐ | y (ВС) 1 (АР). De aquí se deduce que ABCD 
os un paralelogramo (fig. 17). А 


$ 5. Multiplicación del vector por un número 


Se denomina producto del vector no nulo a por un número 
25 0 el vector, cuya longitud es igual a |< |. |а |, y la 
dirección coincide con la dirección а, si = > 0, y opuesta 
a ésta, si ж < 0. Se denomina vector nulo el producto del 
vector nulo por cualquier número z y el producto de cualguier 
vector por el número cero. 
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El producto del vector a por el número x so designa т.а 
(el factor numérico se escribe a la izquierda). De acuerdo 
con la definición |w-a | = |x 1-14 | para cualquicr vec- 
tor a y para cualquier número z. 


AE в 

PA] —°? 
E E 

Fig. 18 


En la figura 18 está reprosentado el producto del vector a 
> 
por el número z = 2 (vector CD) y por el número х = —2 


(vector ЁЁ). 

La multiplicación del vector por un número tiene las 
siguientes propiedades: 

1. Propiedad de asociatividad: 


2» (y-a) = (2-y)-a. 


2. Propiedad de distributividad respecto а] factor vec- 
torial: 


za + уза == (z + ууа. 
3. Propiedad de distributividad respecto al factor nu- 
mérico: 
ж-а + zb = z(a + b). 
O Si а = 0 ó zy = 0, la igualdad z (ya) = (ay) a es 


evidente, ya que a la izquierda y a la derecha so sitúan los 
vectores nulos. 


Sea а 5 0, zy 50 у а = ОА. Entonces los vectores 

æ (у-ОА) y (zy) ОА se sitúan en la recta OA, tienen una lon- 
ES 

gitud de |=/-1y1-1ÓA | y están dirigidos cn el mismo 


sentido: en dirección al vector а = ОА, si zy >Q, y en 
dirocción opuesta, si zy < 0. Así pues, la propiedad 1 está 
demostrada. 
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No vamos a demostrar las propiedades 2 y 3. Señalemos 
sólo que las propiedades 1 y 2 son las propiedades de los 
vectores en la recta. Ellas ya fueron demostradas en el curso 
de geomotría de la escuela secundaria de ocho grados. La 


B ё 


Fig. 19 


propiedad 3 es una propiedad de los vectores en ol plano, 
también fue demostrada, Ш 

Problema. En el paralelogramo ABCD cel punto М es un 
punto de intersección de las diagonales. Hállese el factor Е 
en cada uno de los siguientes casos: 


р MC=k:CA; 2) BD = кВ, 3) AC =k-CM; 
4) BB = k-BD: 5) АА =k-CC. 

д Conforme a la definición de multiplicación del vector 
por un número tenemos (fig. 19). 

1) MEA ОЙ, | СА | = 2-| MC |, de donde k = — 5; 

2) ВИ Н BD, 1 BD | =2-18M |, de dondo k = 2 

3) CM y AC, ICM | =-у- 1АС |, de donde К = 


4) BÉ = 0, BD +0, de donde k = 0; 
26 >, 
5) ДА = 0, СС = 0, de donde k es cualquier número. А 


$ 6. Vectores colineales 
Dos vectores no nulos, cuyas direcciones coinciden o son 
opuestas, se denominan colineales. 
Así, por ejemplo, on la figura 20 los vectores BÈ y AD 
colincales, y las vectores Ab y аё, по lo son. 
Si los vectores a y b son colineales, se dice también que 
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son 


el vector a es colineal al vector b, y el vector б es colineal 
al vector a. 
El vector nulo se considera colineal a cualquier vector. 
Teorema (criterio de colinealidad). Para que el vector a 
sea colineal al vector b no nulo, es necesario y suficiente que 
exista un número К, que 
B e satisfaga la condición 


a = kb. a) 


O Suficiencia, Si para 

un determinado # la igual- 

A o dad (1) se cumple, los vec- 

Lores b y a son colineales 

Fig. 20 do acuerdo con la defini- 

ción de multiplicación del 

vector por un número y la definición de los vectores 

colineales. 

Necesidad. Supongamos que el vector æ es colineal al 

vector b no nulo. Son posibles los siguientes tres casos: a }} b, 
а}, а = 0. 


Sia Mb, а = 191 -b, es docir, la igualdad (1) os válida 


con k = 191. 
! 


Si a Б, а = — 191. Ь, es decir, la igualdad (1) os 


151 
válida рага К = я. 
Si a = 0, а = 0-b, es decir, la igualdad (1) es válida 
` para k = 0. 


Problema. Demostrar que los vectores AB -+ CB + 284 
e 
y $ AC son colinoales. 
A Utilizando las propiedados de las operacionos apli- 
cadas a los vectores, obtendremos 


AB + СВ + 254 = (АВ + BA) + (CB + BA) = 
=0 + CA = СА = —Аб. 
Así pues, AB + СВ + 2BA = —3 340). Do acuerdo 


con el criterio do colinealidad de los vectores, los vectores 
dados en las condiciones del problema son colinoales. А 
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$ 7. Angulo entre dos vectores 


Examinemos la noción de ángulo entre dos direccio ies 
еп ol espacio. En el curso de geometría para el 6-to, 7-mo 
y 8-vo grados fue considerada la noción de dirección en el 
plano. 

Al igual que en el plano, en el espacio se denomina direc- 
ción el conjunto de todos los rayos, cada uno de los cuales 


Fig. 21 


igido con el dado. Así pues, cualquier rayo del 
conjunto dado de los rayos codirigidos determina completa- 
mente esta dirección (lo mismo que cualquier segmento 
dirigido determina por completo el vector que él representa). 
Por lo tanto, la dirección en el espacio se da comúnmente 
por medio de un solo rayo, 

Se denomina ángulo entre dos direcciones la magnitud dol 
ángulo menor entre cualesquiera rayos de estas direcciones, 
quo tienen un origen común. 


El ángulo entre los rayos 1, y 1, se denota (й; l). 
Según la definición, el ángulo entre dos direcciones está 
comprendido en el intervalo [0% 180°]. 
Se denomina ángulo entre dos vectores no nulos, el ángulo 
entre las direcciones de estos vectores. El ángulo” entre 


los vectores a y b (fig. 21) se denota (a; b). 

Si el ángulo entre los vectores a y b es igual a 90°, estos 
vectores se denominan perpendiculares (u ortogonales) y se 
escribe: а L b. 


У, о 
Sefíalomos que sia НЬ, (4; D) = O y sia PD, (а: b) = 
180°. 

Examinemos cierta recta Z, en la cual está eligidafuna 
unidad de medida de longitud. Supongamos que A y B 


23 


son ciertos puntos сп la recta 2, tales que | AB | = 1. Enton- 
ч 
ces, los vectores AB у BA se denominan versoros de la rec- 
ta 2 (fig. 22). 
Los versores de la recta dan en ésta dos direcciones. Una 
de ellas se denomina positiva, y la otra, negativa. 


Fig. 23 


So denomina eje la rocta en la cual es eligido el punto O 
(origen de la cuenta) y son dadas la dirección positiva y la 
unidad de medida de la longitud. Se denomina versor del eje 


Fig. 24 


(tig. 23) el vector е (| e | = 1) que determina la dirección 
dol eje. 
Se denomina ángulo entre el vector y el eje, la magnitud 
Р ángulo entro la dirección del eje y la diroeción del vector 
ig. 24), 


$ 8. Desarrollo del vector en el plano 
en dos vectores no colineales 


Supongamos que los vectores a y 6 son no colineales. 
Entonces, si los números = y y satisfacen la condición 

za + y:b=0, (1) 

z=0yy=0. 
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O Efectivamente, si, por ejemplo, s0, de (1) se 

deduce que 
PONSE ЭЗ 
z 

Esto contradice a que los vectores a y b son no colineales. 
De este modo, z = 0. 

Do manera análoga so muestra que y =0.M 

Se dice que el vector a es una combinación lineal de los 
Vectoros ау, Az, аз, ..., Gn, si puedo ser expresado en la 
forma 


а = а, + аа, 4+... H Enan, 


donde ду, Za, -+ -s Z son ciertos números. 
Así, ol vector а = За, — ба, +-7 a, os una combinación 


поа] de los vectores а,, а, у y. 

Teorema. Cualquier vector m en el plano puede ser defi- 
nido, además, de un modo único, en forma de combinación 
lineal de cualesquiera dos 
vectores no colineales a y b; 


т = аа + уь. (2) 


O Si el vector m es coli- 
neal a uno de los vectores a 
y b (por ejemplo, al vector æ), 
entonces para ciorto número а, 


т tenemos т = z-a = т-а o Lr 
+0-b. Do este modo, el vec- 
tor m está representado en la Fig. 25 


forma (2). 
Si el veclor m no es colineal al vector a ni al vector b 
(fig. 25), entonces, al trazar a través del punto M las rec- 


tas, paralelas а [ОВ) y 10А), tenemos m = ОЁ + OF. 
Pero, según el criterio de colinealidad de los vectores existen 


talos números х y y, que ӨЁ = za, OF = yb, de donde se 
despronde la igualdad (2). 
Demostremos la unicidad de tal representación. Sea que 


т = да yb y m= za + yb. 


Entoncos (£, — za) a + (yı — ya) b = 0. Pero puesto que 
los vectores @ y b son по colineales, la igualdad es posible 
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sólo cuando z, = ту y Y, = уз. La unicidad está demostra- 
da. ш 


Si un vector está representado como una combinación 
lineal de ciertos vectores se dice, que el vector está desarrollado 
según estos vectores. 

Se denomina base en el plano cualesquiera dos vectores 
no colineales de este plano, tomados en un ordon determi- 
nado. 

Soa que e, y e, es cierta base y a, un vector arbitrario, 
entoncos según el teorema domostrado existen dos números 
ж y y tales que 


а = te; + yer 


Los números x e y se denominan coordenadas del vector a 
en la base dada. En este caso se escribe a = (2; y). 


L с 


ани) á 
a 
Fig. 26 


Problema 1. Los puntos К y L son los puntos medios de 
los lados BC y CD del paralelogramo ABCD. Desarróllese 


el vector BT en los vectores a = AX y b = AL. 
A Do AAKB (fig. 26) tenemos que 


ABEE ma. (1) 


De AADL obtenemos AD + DÈ =b. Puesto que AD = 
= вё, Di = a, entonces 


De la igualdad (1) se deduce que 


A a Еч >> 
A A ЖБ. (з) 


Ad ааг 2 
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Sustituyendo 42 de (3) en (2), obtendremos 
55 a B y Sg a 
By Lezo, 6 Bb 
y, por lo tanto, 


BESFb=a=—Fa+hb. А 


Problema 2. Se da el AABC,D € IBC], | BD | = | DC |, 
18M! es una mediana del triángulo ABC. Hállense las coor- 
A N 
е, 
в = 5 с 
Fig. 27 


denadas del vector BM, зі los segmentos dirigidos BA y BD 
definen los vectores básicos. 
A Transformemos el ДАВС. en el paralelogramo ABCN 


(tig. 27). Entoncos BÑ = 2807 = BA + BC. Designando 
ВА = е, BD, = es, obtendremos 28M = 1-e, + 2-ez, do 
donde BM = уне, + teg. 


Así pues, en la baso dada SM = ($; 1). А 


§ 9. Vectores coplanares 


Del curso do geometría para secundaria básica se sabe 
que la recta es paralela al plano, si no tiene puntos comunes 
con este plano o está situada en éste. 


El vector AB lo denominaremos paralelo al plano, si la 
recta AB es paralela a este plano. El vector nulo se considera 
paralelo a cualquier plano. 

Los voctores dy, y, ..., а„ ве denominan coplanares 
si cada uno de ellos es paralelo a un mismo plano. 
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Cualesquiera dos vectores son siempre coplanares. 

Es evidente, que si tres vectores son coplanares, entonces 
pueden ser representados por medio de segmentos dirigidos, 
situados en un mismo plano. 

Examinemos la adición de tres vectores no coplanares 
según la llamada cregla del paralelepípodo». 

Sea que los vectores а, b y e son no coplanares (fig. 28). 


Tracemos de un punto arbitrario O los vectores ОА = а, 


ОВ = b y OC = с y construyamos ol paralelepípedo para 
D 


Fig. 28 Fig. 29 


el cual [OA], [OB] y IOC] sirven de aristas. Sea que 10м) 
es una diagonal do esto paralelopípedo. Puesto que OB = 
=4D y 00 = DM 


OA+0B +08 Ӧд +4D4-DM=0M, 


es decir, a + b -+ с = ОМ. 

Así pues, la suma de tres vectores no coplanares es igual 
al vector representado por medio de una diagonal dirigida del 
paralelepipedo, construido sobre estos vectores. 

Problema. Dar ejemplos de las aristas de la pirámide 
triangular ABCD que representan: a) dos vectores colinea- 
les; b) tres vectores coplanares; e) tres vectores no coplana- 
res. 

A Examinemos а imagen de una pirámide (fig. 29). Uti- 
lizando las definiciones de los vectores colinealos y coplana- 
res obtendremos: 
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a) ningún par de aristas distintas de la pirámide puede 
representar los vectores colineales. ya que entre ellas no hay 
aristas recíprocamente paralela 


Ъ) las aristas AC, СА, BA (o las aristas AD, DC y AC) 
representan tres vectoros coplanares (por ejemplo, los уес- 
es 
tores AC, AB y BC); 
c) las aristas DA, DC y DB representan tres vectores no 


coplanares (por ejemplo, los vectores DA, CD, DÈ). a 


$ 10. Desarrollo del vector en tres vectores 
no coplanares 


Teorema. Cualquier vector m puede ser representado, ade- 
más, de un modo único, en forma de una combinación lineal de 
cualesquiera tres vectores no coplanares a, b y с: 

т = та + yb + 20. a) 


O Ante todo señalemos, que ningún par de vectoros de 
los vectores a, b, e es colineal; de lo contrario, los vectores 


Fig. 30 Fig. 31 


a, b, c serían coplanares. Por lo tanto, si el vector m os 
coplanar con cualquiera de los dos vectoros (por ejemplo, 
con a y b), entonces m = za + yb ($ 8) y, por consiguiente, 


m = ха + yb +0-c, 
es decir, en este caso el teorema está demostrado. 
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Sea que el vector m no es coplanar con ningún par de 
vectores do los vectores a, b, e (fig. 30). Reduzcamos todos 
los vectores al origen común O y tracemos a través del pun- 
to M (ol extremo del segmento dirigido que expresa el vec- 
tor OM = т) una recta paralela al vector e. Dicha recta 
cortará el plano ОАВ en cierto punto X. Claro está, que 
OM = 0№ + NM. 

Según la propiedad de los vectores colineales NM = ze. 
Según el teorema del desarrollo del vector en dos vectores no 
colincales existen tales números z, y, que ON = ха + yb, 

Así pues, 


=> 
OM=0N +NM=za+ yb+20. 


La unicidad del desarrollo del vector m en los vectores 
а, b y с se demuestra de una manera análoga a como fuo 
hecho en el teoroma del desarrollo del vector en dos vectores 
no colincales ($ 8). Ш 

Se denomina base «del espacio cualesquiera tres vectores 
no coplanares, tomados en un orden determinado. 

Supongamos que e,, e, y e, son cierta baso y a, un vector 
arbitrario. Entonces, según ol teorema que acabamos de 
demostrar, existen tres números =, y, z tales que 


а = ze, + ye, + 2ез. 


Los números z, y y 2 se denominan coordenadas del vec- 
tor a en la base dada. En este caso se escribe a = (2; y; 2). 
Problema 1. Se da el cubo ABCDA,B,C,D,. Desarrollar 


el vector ДК, donde К es el centro de la cara BCC,B,, en 
е: E Б. 
los vectores а = АВ, b = Аб, с = АЛА, (fig. 31). 
д Del triángulo АКТ, tenemos АЁ = AL + LK, poro 


ёз 
айай ape у 20, 


Por consiguiente, 
у a с 4 1 1 
АК 0 SA ус. А 


Problema 2. Sea que los vectores DA, DB, Dt repre- 
sentados por las respectivas aristas dirigidas de la pirámide 
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triangular ABCD, forman una base. Hállenso las coorde- 
nadas del vector AB en esta base. 

A Hagamos uso de la figura 29. Designando DA = е, 
DB = е, DË = es, obtendremos AB = DÈ — DA = 


= —e, +- e,ó AB = —1-еу + 1-e, + 0-e,, de donde AB = 
= (4; 1; 0). А 


$ 11. Operaciones соп los vectores definidos 
por sus coordenadas 


Si los vectores están definidos рог sus coordenadas en la 
base €1, ез, ез, las operaciones con ellos se cumplen según 
las siguientes reglas: 

1. En caso de adicionar dos (o mayor número) vectores 
sus respectivas coordenadas se suman: 

(ж; Yu 2) + (шь; Ya Za) = (+ za Y + Yai z + za). 

O Efectivamente, para dos vectoros (21; йз; ж) y 
(ta; Ya; Za) tenemos 


(au Yo 21) + (жа; Yai 2а) = (210, + мер + ziea) + 
+ (вае, + узе + 23е) = (д + ж) е, + 
+ (Y + Ya) ез + (а + z3) ез = 
= (а + Ta ил + Ya B + 28). 
Para la suma de tres o mayor número de vectores la demos- 
tración se realiza de manera análoga. Ш 


2. En caso de sustraer los vectores sus coordenadas res- 
pectivas se sustraen: 
(as 015 21) — (Zai Yai Za) = (z1 — т; Yi — Yai Z — Ze). 
Hágase la demostración de una manera independiente. 
3. En caso de multiplicar el vector por un número todas 
sus coordenadas se multiplican por este número. 


O De hecho, para el vector (21; уу; 21) y el númoro А 
tenemos 


Aa 1з; 21) = А (ае, + де, + дез) = 
= (ху) e, + (y) es + (Azi) ез = xo Ma: Алл). а 
Problema. Hállonse las coordenadas de los vectores 
a + b; а — b; ба; ЗЬ — 5 por las coordenadas de los vec- 
tores а = (—4 6; 0), Ь = (1; A; 7). 
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A Utilizando las roglas 1, 2 y 3 obtenemos: 
a + b = (—3; 5; 7); а —b = (—5; 7; —7); ба = 


= (—20; 30; 0); 3b— $ = (5; —6; 21). А 


$ 12. Sistema cartesiano de coordenadas 


Sea que on el espacio se dan dos puntos arbitrarios dis- 
tintos O y M y supongamos que uno de ellos, por ejemplo, el 
punto O, está elegido como punto de origen. Entonces el 


м 


H 


о 


Fig. 32 


26 
vector OM se denomina radio vector del punto М respecto 
al punto O (fig. 32). 
Sea que en el espacio se da ol punto O y cierta base е,, 
ез, ез. El conjunto de esta base y el punto О so denomina 
z 


Pig. 33 Fig. 34 


sistema cartesiano de las coordenadas O, ез, ez, ез. El punto O 
se denomina origen de coordenadas. 

Si a través del punto O se trazan las rectas en direcciones 
definidas por los vectores básicos еу, €, y ез, entonces las 
rectas obtenidas se denominan ejes de coordenadas (fig. 33); 
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la recta Ох, eje de abscisas, la recta Oy, eje de ordenadas 
y la recta Oz, eje de z-coordenadas. 

Las coordenadas del radio vector del punto M se deno- 
minan coordonadas de este punto en el sistema de coorde- 
nadas dado (z es la abscisa, y, la ordenada, z, la 2-coorde- 
nada). 

Análogamenle se determina el sistema cartesiano de coor- 
denadas О, еу, ез en el plano (este es un punto arbitrario 
fijado O y cierta base е, 
ez en el plano) (fig. 34). 

Las coordenadas del pun- 
to M se escriben por lo co- 
mún al lado de la letra 
que lo "denotan: M (z; y) 
on el plano y M (z; y; 2) 
en el espacio. 

Es evidente, que un 
sistema cartesiano de coor- 
denadas en el espacio per- Fig. 35 
mite establecer una co- 
rrespondencia  biunívoca 
entre los puntos del espacio Ty Чаз ternas de números 
ordenadas, y en el plano, una correspondencia biunívoca 
ontre los puntos del plano y los pares de números ordenados. 


Fig. 36 


Por ejemplo, al punto A (fig. 35) le corresponde el par 
ordenado do los números (2; 3); al punto A, (fig. 36), la 


torna ordenada delos números (2; —2; 7). Al par ordonado 


de los números (—1; —2) le corresponde el único punto B 
del plano (fig. 35) y a la terna ordenada do los números 
(1; 1; 1), el único punto B, del espacio (fig. 36). 
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Sea que еп ol sistema do coordenadas O, е, е, ез está 
e 

definido un ciorto vector AB (fig. 37). Entonces, АЗ = 

= ОЁ — ОА. Supongamos ¡que las coordenadas de los pun- 

tos A у B son respectivamente iguales a (х1; yy; 21) y (23; 


Айу) 
Blroyza 


Fig. 37 


Ya; 22). Entonces, según la propiedad de sustracción de los 
vectores, definidos por sus coordenadas, obtenemos 


ке 
AB = (ж —а; Ya — Yi; la — 21). 


De esta forma, para hallar las coordenadas de cierto vec- 
tor, es suficiente sustraer de las coordenadas de sn extremo 
las coordenadas homónimas do su origen. 


Problema 1. Hállense las coordenadas del vector AB, si 
А (5; —7; 0,5) y B (2; —1; 2,5). 

A Seaque AB = (2; y; 2). Entonces, £ = 2 — $ = 
y = —1 — (—7) = 6; z = 2,5 — 0,5 = 2. 

Así pues, AB = (—3; 6; 2). A 

Si los vectores е;, е; y ез que forman la base, son vectores 
unitarios perpendiculares de dos en dos, с] sistema de coorde- 
nadas О, е, ез, ез se denomina sistema cartesiano rectangular 
de 'coordenadas en el espacio. 

De forma análoga, si los vectores unitarios básicos e, 
y ez son recíprocamente porpendiculares, el sistema de coor- 
donadas О, e,, e, se denomina sistema cartesiano rectangular 
de coordenadas en el plano. 
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Los vectores unitarios básicos del sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas se denotan comúnmente con las 
letras Ё, j y k 

El desarrollo del vector а = OM (fig. 38) del espacio 
en los vectoros ¿, j y k se escribe en la forma 


a = zi + yj + zk. 
En este caso se dice que el vector a está desarrollado en 


М(х;у) 


Fig. 38 Fig. 39 


vectores unitarios (versores) en una base cartesiana rectan- 
gular del espacio. 

El desarrollo del vector a (fig. 39) en los vectores È y j 
en una base cartesiana rectangular del plano se escribe en la 
forma 


а= хі + у]. 


En los párrafos 10 y 8 fue demostrado que tal desarrollo 
del vector es siempre posible y único. 


Problema 2. Hállese el desarrollo de los vectores OM, 


ым 
y M,N еп la base cartesiana rectangular ilustrada en la 
figura 40 (el punto M, es la proyección del punto Л sobre 
el plano 20у). 

2 Puesto que el punto M, es la proyección del punto M 


sobre el plano 20у, M, (3; 4; 0). Por lo tanto 


OM, = 3i + 4] + 0-k. 


y 
Hallemos por ahora las coordenadas dol vector ATIN 
еп la base dada: MN = (—4—3; —8,5—4; 2—0), 


z 


м(-4,-3,5;) 


A. м(з:4,2) 


Fig. 40 


— — 
os decir, M,N = (—7; —7,5; 2). Por consiguiente, M,N 
= —71— 7,9) + 2k. А 


$ 13. Transformación de un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas en otro 


La correspondencia biunívoca entro los puntos del езра- 
cio y los pares ordenados de números reales se establece 
mediante la elección del sistema cartesiano rectangular de 
coordenadas. Esto quiero decir, que a cada punto dol plano 
le corresponde un único par de números y a cada par orde- 
nado de números reales le corresponde un único punto. 

La elección de tal o cual sistema de coordenadas no está 
limitada por nada y se determina en cada caso concreto 
sólo por motivos de comodidad. Frecuentemento un mismo 
conjunto se examina en distintos sistemas de coordenadas. 
Es evidento, que un mismo punto tiene distintas coordena- 
das en los divorsos sistemas. Un conjunto de puntos (en 
particular, la circunferencia, la parábola, la recta) se define 
por distintas ecuacionos en diferentes sistemas de coorde- 
nadas. 
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Aclaremos, cómo se transforman las coordenadas de los 
puntos del plano en caso de transformación do un sistema de 
coordenadas en otro. 

Sea que en el plano se dan dos sistemas rectangulares de 
coordenadas: O, i, j y O', Ё, j’ (fig. 41). Convengamos en 
denominar viejo el primer 
sistema, que tiene como 
origen el punto O y como 
vectores básicos los vectores 
i y j, y nuevo, el segundo 
sistema, que tiene como 
origen el punto O” y como 
vectores básicos los vec- 
tores è y ў. 

Consideremos como co- 
nocida la posición del nuc- 
vo sistema respecto al vie- 
jo: sea que ol punto O” en 
el sistema viejo tiene las 
coordenadas (a; b), y el Fig. 41 
vector į’ forma un ángulo œ 
con el vector ¿. El ángulo se cuenta en sentido antihorario. 

Examinemos un punto arbitrario M. Designemos como 
(z; y) sus coordenadas on е] sistema viejo у como (x'; y”), 
en el sistema nuovo. Nuestra tarea consisto en establecer una 
dependencia entro las coordenadas viejas y nuevas de) pun- 
to M. 

Unamos de dos en dos los puntos O y 0O', O'y M,O y M. 
Según la regla del triángulo obtenemos 


=> > — 
ОМ =00' 4-0'М. (1) 


> 
Desarrollemos en vectores básicos ¿ y j, los vectores OM 


Pas 

y 00”, y en vectores ï y j’, el vector O” 
= > => 7 

-0M =zi +yji, 00'=ai+bj, ОМ =x? уј". 


Ahora se puede escribir la igualdad (1) así: 
zi + yj = (0+ bj) + (тї + yi’). (2) 
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Los vectores básicos nuevos ¿' y j’ se desarrollan en vec- 
Lores básicos viejos ¿ y j del modo siguiente: 
E -cosi -+ senaj, 


i = cos (F+a) i+sen( $ +a) j — sen gi + созш. 
Sustituyendo las expresiones halladas рага ï y ј' en la fór- 
muda (2), obtendremos la igualdad vectorial 


xi + yj = ai + bj + x’ (cos ai +4- sen aj) + 
+ y' (=sen gi + cos gj), 
que os equivalente a las igualdades numéricas: 
{ т = а--ж' соз ®— у' sena, 


y =b+x' sena + y’ cosa. Ө) 


Las fórmulas (3) ofrecen las oxpresiones buscadas para 
las coordenadas viojas т e y del punto a través de sus nue- 
vas coordenadas. A fin de hallar las oxpresiones para las 
nuevas coordenadas a través de las viejas, es suficiente 
rosolver el sistema de ecuaciones (3) respocto a las incógni- 
tas al y y. 

Así pues, cuando se traslada el origen de coordenadas al 
punto (a; b) y se giran los ejes en el ángulo æ, las coorde- 
nadas de los puntos se transforman según la fórmula @. 

Si cambia solamente el origen de coordenadas, y las 
direcciones de los ejes quedan invariables, suponiendo 
a = 0 en las fórmulas (3). obtenemos 


1=a+x 
жа ше % 


Estas fórmulas se denominan brevemente fórmulas de 
traslado. 


Si el origen de coordenadas queda intacto y los ejes giran 
en ol ángulo о suponiendo en las fórmulas (3) а = b = 0, 
obtenemos 
| ж= х' соѕа —у' sena, 
у= х' sena + y’ cosa. 
Las fórmulas (5) se denominan fórmulas de giro. 


Problema f. Sea que las coordonadas del nuevo origen 
son (2; 3) en el sistema viejo, y las coordenadas del pun- 
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(5) 


to A son (4; —1) en ol sistema viejo. Hállenso las coorde- 
nadas del punto 4 en el sistema viejo, si las direcciones de 
los ejes quedan invariables. 

2 De acuerdo con la fórmulas (4) tenemos 


| &=2-Ьз', 
—1=3+y". 
Por consiguiente, 

| y-—=4. 


Resultado. A (2; —4).4 

Problema 2. Sea que las coordenadas del punto P son (—2; 
1) en el sistema viejo y (5; 3) en el nuevo sistema, cn el 
cual las direcciones de los ejes son las mismas. 

A Según la fórmula (4) obtonemos 


—2=a+5, 
| 1=b4 3, 


de donde a = —7, b = —2. 

Resultado. (—7; —2). А 

Problema 3. Las coordenadas del punto A son (4; 2) en 
el nuevo sistema. Hállense las coordenadas de este punto on 
el sistema viejo, si el origen de coordenadas quedó invariablo, 
y los ejes de coordenadas del sistoma viejo están giradas 
en el ángulo @ = 45°. 

A Según las fórmulas (5) hallamos 


| = 4 соз 45°—2 зеп 59. A v2 


| y=4son 45° +2 009454124 2. 


Resultado. A(V2; 3/2). д Es 
Problema 4. Las coordenadas del punto A son (2 V 3; 


—V 3) enel viejo sistema. Hállense las coordonadas de oste 
punto en el nuevo sistema, si el origen de coordenadas del 
viejo sistema se trasladó al punto (—4; —2), y los ejes 
están girados en un ángulo а = 30°. 
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A Según las fórmulas (3) tenemos 
[ 2V 3= —1+2' cos 30°— y' sen 30°, 
—V3= — 2-4 =' sen 30° + y” cos 30°, 
2V3 
3 , 3 
= И3= 240 у-5, 


жеше 
4+V3y =4—2V3. 


Resolviendo esto sistema de ecuaciones respecto а у” 
y y', hallamos: 2 = 4, y = —2. 

Resultado. A (4; —2). А 

Problema 5. Se da la ecuación de la recta у = 2z — 6. 
Hállese la ecuación de la misma recta en el nuevo sistema 
de coordenadas, obtenido del viejo sistoma mediante el 
giro de los ejes en un ángulo de a = 45°. 

A En esto caso las fórmulas de giro tienen la forma 


( с = х! со 45° — у' ѕеп 45°, , 
у= 2' sen 45° + y’ соз 45°, 
es decir 


у? ve y), 


Sustituyendo en la ecuación de la rocta y = 2z — 6 las 
variables viejas = y y por las nuevas, obtendremos la ecua- 
ción 


> ЖИ. РИТ 
Petr (р), 
que tras las simplificaciones toma la forma 
y=-F-2V2 А 
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$ 14. Sistema polar de coordenadas 


Familiaricémonos con un método más de determinación 
de la posición del punto en el plano por medio de los núme- 
ros, es decir, con el sistema polar de coordenadas. 
'Examinemos en el plano el ejo 2 con un vector unitario e 
y con un punto do referencia O (fig. 42). 
Sea que M es un punto arbitrario del plano, que no coin- 


— 
cide con el punto O. Entonces OM es el radio vector del 


к(2;45°%) 


Fig. 42 Fig. 43 


punto M rospecto al punto O. Sea que r es una longitud del 
> — 
vector OM, es decir, | ОМ | = г y q es ol ángulo ontre ol 
eje 1 y el radio vector OM. Calculomos el ángulo y = 
> 


> 
= (e; OM) desde el eje 1 en sontido positivo, es decir, en 
sentido antihorario. 

Los números r y ф se denominan coordenadas polares del 
punto M: r es un radio polar, ф, un ángulo polar. 

El eje l se denomina eje polar у el punto O, polo. 

El radio polar del punto O se considera igual a cero, el 
ángulo polar del punto O no se define. 

Si el punto M tiene las coordenadas polares r y p, enton- 
cos so escribe M (r; q). Por ejemplo, el punto К (fig. 43) 
tiono las coordenadas r = 2, p = 45°, es decir, X (2; 45°). 

Es evidente, que la posición del punto en el plano se 
dofine por completo por medio de sus coordenadas polares. 
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Si r>0U y q es un número arbilrario, existe un solo 
punto M tal que 


an gen 
10M|=r у (е: ОМ) =Ф. 


Si r = 0 el punto coincide con el polo. 

Es do señalar, que el ángulo polar del punto quo no coin- 
cide con el polo se define no univocamente. Por ejemplo, 
es ángulo polar para el punto 
K (ver fig. 43) no sólo el ángu- 
lo ф= 45°, sino también el 
ángulo q = 205° у, en goneral, 
cualquier ángulo Фф = 45° + 
360° k, donde k Є 2. 

El ángulo polar de un punto 
se define con una precisión hasta 
un sumando, múltiple a 360°. 
Si r > 0, los pares de números 
(r; œ) y (r; y + 360° k), donde 
k €Z, dofinen un mismo punto 
del plano. Para que la corres- 
pondencia entre los puntos del plano (a excepción del polo) 
y sus coordenadas polares sea biunívoca, al ángulo polar 
se pone un límite 0 < p < 360°. 

Establezcamos una relación entre las coordenadas carte- 
лк polares y rectangulares de un mismo punto M del 
plano. 

Sea que en el plano está definido un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas O, і, ј (fig. 44). Tomemos como 
origen de coordenadas, o sea, como polo el punto O y como 
ejo polar /, el eje de abscisas. Entonces el rayo 10у) del 
eje de ordenadas está orientado bajo un ángulo de 90° res- 
pecto al eje 1. 

Es evidonte que las coordenadas cartesianas del punto M 
se expresan a través de sus coordenadas polares de la manera 
siguiente: 


Fig. 44 


ж == гсоѕ Фф, y=rsen p. (1) 


Las fórmulas (1) permiton hallar las coordenadas carte- 
sianas rectangulares del punto por sus coordenadas polares. 
De la fórmula (1) obtenemos 


a? + y? = r? cos? ф +r? sen? ф =r? (cos? q + sen? q) = 7°, 
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y por consiguiente, 
к==р. e) 


Si r0 (М no coincide con el punto 0), de (1) y (2) 
se deduce que 


соф = Va з фа (3) 
Las fórmulas (2), (3) permiten pasar de las coordenadas 
cartesianas rectangularos del punto а sus coordenadas 
polares. 
Problema 1. НаПепѕе las coordenadas del punto 
M (—1: ҮЗ). А 
5 Por la fórmula (2) hallamos r = | (1) + (V37 
Según las fórmulas (3) tenemos 


Ay po 


do donde y == 120°. Así pues, M (2; 120.4 

Problema 2. Hállense las coordenadas rectangulares car- 
tesianas del punto M (4; 135°). 

A Según las fórmulas (1) tenemos 


= 4-сов 135° —4.{ — 


y=4-son135 4.2 2/2, 


De esta forma, M (—2 V$; 2/2). д 


$ 15. Longitud del vector 


Del curso do geometría para Ja secundaria básica se sabe 
que la distancia entre los puntos А y-B. situados en una recta Y 
(éjo) de coordenada se calcula según la fórmula 


Za—Za |, 


donde z4 у zp son las coordenadas de los puntos А y В. 
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Supo: 


«брок ашт dos putos САГУ. y Ele ЗЫ) › 
ig. 45) бе 


un plano, En el cual se elige un sistema 


Fig. 45 


rectangular de coordenadas O, i, j. Se requiero hallar la 
longitud del segmonto [АЗ]. 

egún el tooroma de Pitágoras del triángulo ABC, 
hallamos | АЗ |® = | AC, |? + | С,В [?, pero puesto que 


ТАС, 1 = ТАВ, | = Га — z | 
y 16,8 | = 148. | = | ya — n h 
entonces | AB |? = |z, — a P H | ys а P, 
y, por consiguiente, ЖЕЗ 
LAB | -V ama + (0214)? (1) 


Si el segmento AB ез paralelo al eje do las abscisas, 
entonces y, = y, (fig. 46) y la longitud del segmento AB 


Abiy) B (xai Ya) 


A (х0) 
Fig. 46 
es igual а la longitud del sogmento А,В: 
ТАВ | = | 4B; | = | z3 — z |. 
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Si el segmento AB оз paralelo al eje de ordenadas Oy 

(fig. 47), entonces 
ТАВ [= |0: — м 1. 

Las últimas dos fórmulas son Casos particulares de la fór- 
mula (1). 

Así pues, la longitud del segmento en el plano es igual a la 
raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las diferencias de 
las coordenadas homónimas de sus extremos. 


А (0) == Абу) 


Pig. 47 Fig. 48 


Siwo dé Tos puntos, por .ejemplo-B.-coincide- сот 01 
ofigon de .coordonadas'(fig. 48), la fórmula (1) se simplifica 
y toma la forma 3 ка 

© табу +. 
Sea que los puntos А y B se encuentran en el espacio: 
А @ и 2) y В (225 ун Za). 

Construyamos un paralelepípedo rectangular ACB, 
DA,C, ВР}, en ol cual los puntos A у В servirán de 
oxtremos de su diagonal (fig. 49). Entonces, según el teoroma 
de Pitágoras de AADB, y л АВ,В se dosprende, quo |AB| = 
=VIADFFIDB,F+I18B P. Expresando |40 |, 
| DB, | y | В,В | en coordenadas. obtendremos 

1481/24 F (6222. (2) 

Está claro, que si 21 = 2, = 0 la fórmula (2) se reduce 
a la fórmula (1); en este caso el segmento AB pertenece al 
plano 20у. 


Recordemos que la longitud del vector a = AR os igual 
a la longitud del sogmento AB. 
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Por lo tanto, utilizando las fórmulas (1) y (2), se puede 


exprosar la longitud del vector a = AB en el plano y on ol 
espacio por medio de las coordenadas de los extremos de la 
siguiente: 


1AB1=1481=V 50, (3) 
П авта а 8 (0 


Sea que el vector a = (x; y; 2) está definido en un sisto- 
ma cartesiano rectangular de coordenadas. Entonces, las 


Pig. 49 


coordenadas del vestor а —— AÑ se expresan por medio de las 
coordenadas de los puntos А (лү; д; 21) y B (25; Yo 29) 
do la manera siguiente ($ 12): 


2 == 


x= та — ау 


i 2-0 


De la fórmula (4) obtendremos la expresión de la longitud 
del vector a = (z; y; 2) por medio do sns coordenadas: 


laj =V22+ y 


б) 


Es evidente, que para el plano la fórmula (5) tomará la 
forma 


la = У FFF. 
Problema 1. Hállese la longitud del vector АЎ si A (4; 1). 
B (7; 5). 
A Según la fórmula (3) hallamos 


14B1=14B1=/ (=P 6-1P= 


A 


Problema 2. Hállese la longitud del vector А0 si 
А (8; 5; 1), В (5; 6; 3). 
A Utilizando la fórmula (4) hallamos 


ГАВ |= ав |= 6-3 F60 5P F6 if=3. a 


Problema 3. Hálleso la longitud del vectora = (2; 3; —6). 
A Sogún la fórmula (5) obtenemos 


AS 


detener + 6)” 
$ 16. Proyección del vector sobre el eje. 
Propiedades del vector 


Sea que en el plano o en el espacio se dan el eje Z con el 
vector unitario e y el vector arbitrario a. 

Se denomina proyección ortogonal (o simplemente ргоуос- 
ción) del vector a sobre el ejo 1, el número igual al producto 
de la longitud del vector a por el coseno dol ángulo entre 
los vectores e y a. 

La proyección del vector a sobre el eje 1 se designa con 
el símbolo pr; a o pr, a. 

Así pues, según la definición 


КЧ 
рма = | а | соз (е; a). 

Tracemos el vector a desde el punto O del eje l 

Si el ángulo entre los vectores e y a es agudo (fig. 50, a), 
la proyección del vector a sobre el eje les igual a la longitud 
del segmento DA, donde А, es la proyección del punto А 
sobro la recta l. 

Efectivamente, 


IN м. 
рг а = | а | cos (е; а) = | ОА | соз АОЛ, = | ОЛ, |. 
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Si el ángulo entre los vectores e y a es obtuso (fig. 50, b), 
la proyección del vector a sobre el eje 2 es igual a la longitud 
del segmento OA, tomada con signo menos. 

En efecto, 


Ар №, 
рта = |а | соз (е; a) = | ОА | соз BOA = 
A` 
= —|0A | соз А,ОА = — | 04,1. 


ZN 
Si el vector а es perpendicular al ojo 1, (é а) = 90° 
у pria = |а | cos 90° = 


Н 
i 
i 
Н 
A, о е T 


B Fig. 50 1 


Examinemos dos propiedades importantes de la proyec- 
ción del voctor sobre ol eje. 

Propiedad 1. Para cualesquiera vectores a y b es válida 
la ignaldad 

pri (a + b) = pria + pr: b, 

donde les un eje arbitrario. 

Esta propiedad permite sustituir la proyección de Ja 
suma de los vectores por la suma de sus proyecciones y vico- 
versa. 


Propiedad 2. Para cualquier vector a y cualquier nú- 
mero k es válida la igualdad 


pr; ka = k pria, 


donde 1 ев un eje arbitrario. 
Esta propiedad permite sacar e introducir el factor 
numérico del signo de proyección. 
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Estas propiedados son válidas dobido a las roglas de 
operaciones con los vectores expresados por sus coordenadas. 
O En electo, sea que 2 es un eje arbitrario que tiene un 
punto de referencia O y un vector unitario e. Introduzcamos 
un sistema rectangular de coordenadas de la manera siguiente 
(fig. 51). Admitamos como origen de coordenadas el pun- 


Fig. 54 


to O, y el vector e, como el primer vector básico (i = е). 
En calidad de otros vectores básicos j y k, tomemos cuales- 
quiera dos vectoros unitarios perpendiculares entre sí, 
situados en un plano perpendicular al eje Z. 


Sea quo el vector а = ОА tiene las coordenadas z, y, 2. 
Entonces, sogún la definición de proyección 


IN 
рга = |а | cos (Ñ; а). 


Pero |а | соз (i; а) = х, es decir, la proyección de cual- 
quier vector sobre el eje Los igual a la abscisa do este vector 
en una base elegida por nosotros. 

Puesto que la abscisa de la suma de vectores es igual a la 
suma de las abscisas de los vectores sumandos ($ 11), la 
proyección de la suma de los vectores sobre el eje 1 es igual 
а la suma de las proyecciones de estos vectores sobre el eje l. 
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Exactamente asi, la proyección del producto del vector 
por un número es igual al producto do este número por la 
proyección del vector, ya que al multiplicar el vector por 
un número su abscisa se multiplica por este número. Ж 


$ 17. Producto escalar de dos vectores 


En física, cuando hay un movimiento rectilíneo de un 
punto material de la posición В a la posición С (fig. 52), 
el trabajo A de la fuerza constante F se calcula según Ja 
fórmula 

=з Ss 
A= |F |-| B | cos (F; BC). 
Esta fórmula asigna al vector de fuerza F y al vector de 


desplazamionto 2С una variable escalar, el trabajo. La 
magnitud A se denomina producto 


oscalar de los vectores F y С. El 
producto escalar puede ser definido 
para dos vectores cualesquiera. Se 


Арноо (E BE) Wtiliza ampliamente en física y 
i matemática. 
Fig. 52 Se denomina producto escalar de 
dos vectores no nulos un número 
igual al producto de las longitudes de estos vectoros 
por el coseno del ángulo entre ellos. Si рог lo топоз de dos 
vectores uno es nulo, el producto escalar de estos vectores 
se toma igual a cero. 
El producto escalar de los vectores a y b se designa 
a-b. Así pues, según la definición 


аЬ 1а |-15 108 (4:0). (1) 


Si a = b, entonces el producto escalar toma la forma 
a-a y se denomina cuadrado escalar del voctor a; se designa 
con el símbolo a?. Es evidente que a? = а-а = |a |}. 

Como se sabe (ver $ 16), la proyección del vector b sobre 
un eje, cuya dirección coincide con la dirección del vector a 
se expresa por la fórmula 


pra В = |Ь | cos (4; è). 0) 
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Utilizando las fórmulas (1) у (2) se puede oscribir 
a-b = {а | pra b. (2 
De este modo, el producto escalar de dos vectores es igual 
al producto de la longitud de uno de ellos y de la proyocción 
dol sogundo por la dirección del primero. 
Análogamente se obtiene la fórmula a-b = |b | pra. 
PA 
Problema 1. So sabe que |a |= 2, }b | = 5, (á; ò = 
= 150°. Hallar a-b. 
A Según la fórmula (1) hallamos 


ке] 


КА 1 2 
a-b=|al»]b|cos(á; b) =2----соз150®%= — 205, д 


Problema 2. Hallar todos los productos escalares posibles 
de los vectores básicos i y j de un sistema cartesiano de coor- 
denadas en el plano. 


A Sogún la definición del producto escalar 
ij = |i 1-1] | соз 90° = 1.1.0 = 0, 
й = ii == |і р.р | соз 0° = 1.1.1 = 1. 
Análogamente j-i = 0, j? == 1. А 
Problema 3. ¿Qué signo tiene el producto escalar de los 


vectores а у b, si 90° < (а; б) < 180°? 


ZN 

A Puosto que en la fórmula a-b = | a |-| b | cos (a; 5) 

los múmoros [а | y [5 | son no nogativos, el signo do a-b 

dependo del signo del coseno. En el intervalo [90% 180%] х 
гч. 


X cos (а; b) < 0, por lo tanto, a-b<0.4 
Problema 4. ¿En qué intervalo se encuentra la magnitud 
del ángulo entre los vectores a y b, si a-b > 0? 


ON 
A Puesto quea-b> 0, |a | 40, | b | + 0 y cos (a; b) > 
> 0. De aquí que (a; b) € 10°; 90. д 


$ 18. Propiedades del producto escalar 
de los vectores 


1. La multiplicación escalar de los vectores posee pro- 
piedad conmutativa: 


аЬ = b-a. a) 
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Do AS 
о Puesto que (a; b) = (b; a) y Ja|-|b]=|01+-Ja 1, 


entonces a-b = | a |-| b | cos (a; 0) = | è 1-14 | cos (0; а)= 
= ba. 

Si a = 0 о b = 0, entonces según la definición del pro- 
ducto escalar a-b = 0 y b-a = 0, es decir, a-b = b-a. M 

2. La multiplicación escalar de los vectores posee pro- 
piedad asociativa respecto a la multiplicación del vector 
por un número: 

(ka)-b = k (a-b). e 


^” „һм. 
СО Оезїдпәштоз (а; b) = y y (ka; b) = Qı- 


Si k > 0, (a; b) = (ka; b), es decir, ф = фу, y ontonces 
):b = | ka |-| | cos фу = k |a |-| b | cos p = Е (a-b). 
Si k < 0, ka ti a y ф = 180° — q y entonces, (ka) -b = 
= | ka |-]b | cos q, = |k |-]a |-| b | соз (180° — ф) = 
= —k-|a |») b | (=cos ф) = k ja |.| 6 | соз == k (a-b). 

Si k=0 oa=0 о b=0, entonces (ka)-b=0 y 
k (a-b) = 0, y por lo tanto, (ka)-b = k (a-b). E 

3. La multiplicación escalar de vectores posee propiedad 
distributiva respecto a la adición de vectores 

a(b +c) = а: + ас. (3) 


O Sia = 0, la propiedad (3) es evidonte. 

Sea que a 5 0, entonces, а. (b + с) = |а |» pra (b + с) = 
= | @ | (pra b-+ pra с) = |а |-pra b+ |а ]-pra c=a:b4a-c. 

En el curso de la demostración fueron utilizadas las 'co- 
nocidas propiedades de la proyección del vector sobre el 
eje (016). m 

Observemos que de (1) y (3) se deduce la fórmula 

(а +b):c=a:c + b-c. (4) 

La semejanza do las propiedades del producto escalar de 
los vectores con las propiedades del producto de los números 
reales permite realizar fácilmente los cálculos y transforma- 
ciones con los productos escalares. 

Problema. Demostrar la identidad 


(а + В)? = а? 4 2a-b 4- 5°. 


A Utilizando las propiodados (1) —(4) del producto esca- 
lar obtenemos 
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(a + b} = (a + 0). (a + b) = (а +b)-a + (а--Ь)-Ь = 
= а-а + ba + ab + bb=a фаъ Баъ =a + 
+ За-Ь +b. А 

Teorema. Para gue dos vectores no nulos sean perpendicu- 
lares es necesario y suficiente que su producto escalar sea igual 
a cero: 


(140,b%0,ab=0=>«a_15b. 6) 
CNecesidad. Sea que а 1 b. Entonces, 
әм, 
q= (a; М) = 90° y a-b = [а 1-15 |-соз90° = 0. 


Suficiencia Sea que a-b = 0, a + 0, b 5 0. Puesto que 
a0, b0, entonces |а |0, |5 15 0, y ya que 
La |-'b]- cos p =0, cos p=0 y, por consiguiento, p = 
= 90%, es decir, а L b.m 


$ 19. Producto escalar de vectores dados 
por sus coordenadas 


Sea que en el plano se tiene cierto sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas y se dan los vectores a = (тү; y1) 
y b = (21 ya). Puesto que 


а= і +}, b= zit yj, 


entonces, utilizando las rospectivas propiedados de la mul- 
tiplicación escalar de vectores obtenemos 


asb = (ai + yj) (csi + yj) = 
= (12) P + (ay) ij + (лаа) ji + (uu) Pe 
Es evidente que 2 = j? = 1 y ij = 0, por lo tanto, 
a-b = xt. + YY (1 


Sea que ahora en el espacio se tiene cierto sistema carte- 
siano rectangular de coordenadas y se dan los vectores 


в = (2 ущ), b = (ты Ya 2). 
Análogamente a lo expuesto obtenemos 
a-b = хул, + уз + 2123. (2) 


Así pues, el producto escalar de dos vectores es igual a la 
suma de los productos de las coordenadas homónimas de estos 
vectores. 
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Problema 1. Calcúlesea-b, sia = 2i + 3j, b = — 
дав = @ + 3j) (—5ë + j) = 2.(—5) + 3-1 = 
= —7. А 
Problema 2. Calcúlese a-b, si а = (2; —3; 4), b = 
= (5; 7; —1). 


A a-b = 2.5 + (—3)-7 + 4 (4) = —15. 4 


Problema 3. Hállese la longitud del vector a = (z; y; 3). 
A Utilizando la fórmula (2) obtendromos 


аса == тт + уу + 11 == 12 4 4 22. 
Por consiguiente, 


la| =V AF PF. д 


§ 20. Cálculo del ángulo entre dos vectores 
Según la definición del producto escalar tenemos que 


/\, 
а-+& = [а |-|Ь | соз (a; b). 
Por lo tanto, ві а 5 0 y ò 0 
дү ab 
cos (a; b) = тарт, (1) 
es docir, el coseno del ángulo entre los vectores no nulos a yb 


es igual al producto escalar de estos vectores, dividido por el 
producto de sus longitudes. 


Supongamos que on el espacio hay un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas y se dan los vectores a = 
= (eu Ya 24) y È = (Zei ya; z,). Entonces, como es sabido 
(ver $19) 

а = хт, + уша +, 
lal= VIENE 101-У ++, 
y, por lo tanto, utilizando la igualdad (1) obtendremos la 
fórmula 
^N 4 
соз (а; b) = амаи 2 
ут VAATA a 


Esta fórmula permite calenlar el coseno del ángulo entro los 
veclores а y b, según las coordenadas de estos vectores, 
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Si los vectores a = (д; Ya) y Б = (Zs; Ya) se dan en un 
sistema cartosiano rectangular de coordenadas en el plano, 
entonces el coseno del ángulo entre ellos so calcula según 
la fórmula 


ГА 
= ETS È 3) 
cos (а; b) varh т (3) 


Problema 1. Se dan dos vectores: а = (3; 4) у b = (4; 3). 
Hallar el ángulo entre ellos. 
A Sustituyendo Jas coordenadas de los vectores en la 
fórmula (3), obtenemos 
Ly 34443 _ 26 
соз (a; ат еа =, 
С, 
de donde (según la tabla) (а; b) œ 16°. А 
Problema 2. Hállese el coseno del ángulo entro los vec- 
Loros 
a=2i+2j—k, b=i—2 + 2. 
A Utilizando la fórmula (2) obtendremos 


MN 2442 (—2)-+(-1):2 „= 
o 1 А 
$ 21. Producto vectorial de dos vectores 
y sus propiedades 
En física el momento de fuerza F respecto al punto О 
> 


se ropresenta por el vector OM, perpendicular al plano en 


Fig. 53 


el cual ostá situado el punto O y el voctor F (fig. 53). La 
ые 
longitud del vector OM se define como el producto de la 
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longitud del vector F por el brazo h (h es la distancia del 
punto O a la recta en la cual está representado el vector de 


2 
fuorza Г), es decir, | OM | = | Р.А о 

pen eN 

ТОМ |=1Р |.| ғ |. хеп (F; ғ), 


dondo r = ОЯ os el radio vector del punto de aplicación de 
la fuerza F. 


= 
El vector ОМ se denomina producto vectorial del vector 
r por el vector F. Antes do dar la definición del producto 


Fig. 54 


vectorial do dos vectores arbitrarios a y b, introduzcamos el 
concepto de ternas de vectoros derecha e izquierda. 

“Pres vectores no coplanares а, b y с tomados on el orden 
indicado, forman la terna derecha, si después de ser reduci- 
dos al origen común ol vector e está situado por el otro lado 
del plano, que contiene los vectores a y b, de donde el giro 
más brove de а а b parece ser realizado en sentido antihora- 
rio, En caso contrario, la terna de vectores se denomina 
izquierda. Los vectoros a, b, e, ropresentados on la figura 54, 
forman la terna derocha, mientras quo los vectores d, e, f, 
la izquierda. 


> 
Los vectores r, F, OM on la figura 53 forman la terna 
derecha. 
Producto vectorial del vector a por el vector b no colineal 
a él so denomina tal tercero vector e que satisface las tres 
condiciones siguientes: 


Pai 
1) la longitud del vector |c | = |а |-}b |-sen (ás b); 
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2) el vector e es perpendicular a los vectores factores 
aybjolayeLb; 

3) los tres vectores a, b, с forman en cl orden indicado 
una terna derecha. 

El producto vectorial de los vectores colineales se con- 
sidera ignal al vector nulo. 

El producto vectorial del vector a por el vector b se 
designa con ol símbolo la; bl. Las condicionos 1) y 2) defi- 
nen el vector с = la; b] con pre- 
cisión de hasta dos direcciones 
reciprocamente opuostas. La con- 
dición 3) determina una de estas 
dos direcciones. La condición 1) puo- 
de ser onunciada puramente en 
forma geométrica: la longitud del 
vector e contiene tantas unidades 
do longitud, cuantas unidades cua- 
dradas homónimas compronde el 
área do un paralologramo construi- 
do sobre los vectores factores 
(fig. 55). 

De la condición 1) se desprende 
que la; bl 40, si a y b son no 
colineales. Por otro lado, el pro- 
ducto vectorial de los vectores 
colineales según la definición es с = /alibl- sen( 
igual al vector nulo. Así pues, la 
igualdad Fig. 55 

la; bl =0 
es la condición necesaria y suficiente de colinealidad de los 
vectores a y b. Examinemos algunas propiedades dol pro- 
ducto vectorial. 

1. Al cambiar el orden do los factores el producto veo- 
torial conserva su longitud, pero cambia su dirceción por la 
opuesta: 


la; b) = —1b; al. 


U En efecto, de acuerdo con la dofinición del producto 
voctorial se tiene 


AS 
| Га; b] | = la 1-1 1-5еп (a; b), 
р 
|ь;а1|=15}-1а@1-веп (8; a), 
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Za ZN 

puesto que (a; b) = (b; a), entonces | la; b] | = |15; al |. 

Los vectores la; b] y [b; а] son perpendiculares al plano 
definido por los vectores factores æ y b. Pero, como los vec- 
tores a, b y la; b] (lo mismo 
que los vectores b, a y [b; al) 
forman ternas derechas, los 
vectores la; b] y [b; a)’ del 
rán ser contrariamente diri- 
gidos (fig. 56). W 

2. Propiedad de asociati- 
vidad del producto vectorial 
rospecto al factor escalar: 


с=[аЬ1 


Ima; b] = la; тЫ] = т la; bl. 


-c=[b;al 3. La propiedad de distri- 
E butividad del producto vecto- 

rial se expresa por medio do 
la igualdad 
la +b; cl = la; el + 1; с]. 
Acoptemos las propiedades 2 y 3 del producto vectorial sin 
recurrir a la demostración. 

Problema 1. Hálleso la longitud del vector [За — b; 
a — 2b), si a b, |а| = 3, |b| = 2. 

A Dobido a las propiedades 2 y 3 del producto vectorial 
tenemos 


[Ba — b; а — 2b] = 3 la; a) — [b; al — 6 la; Ы + 
+ 2 lb; bl. 
Pero la; а] = 0 y [b; b] = 0, ya que cualquier vector os 
colincal a sí mismo, y el producto vectorial de los vectores 


colineales es igual al vector nulo. En adelante, de acuerdo 
con la propiedad 1 tenemos 


lb; al = —a; bl, 


Fig. 50 


y, por lo tanto, 
[3a — b; a — 2b] = —5 la; b). 
Por consiguiente, 
| [3a — b; а — 2b} | = | —5 la; bl | = 
=5 |а |-| b |-зеп 90° = 5.3.2 = 30. A 
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Problema 2. Hállense y represóntonse los vectores la; b] 
y lb; al, si a = 3i, b = 21 + 2k (i, j, k son vectores uni- 
tarios porpendiculares entre sí que forman la terna derecha). 


è [к 
L o р 
Ж 
a 
Fig. 57 
A Puesto que liz Й = 0 e [ kl = —¿, entonces 


la; b] = 131; 2i + 21] = 6 li; il + 6 li; X) = —6j. 

El vector la; Б) = —6j so representa еп la figura 57 
por ol segmento dirigido OL, el vector [Ь; а] = —6j, por el 
segmento dirigido OP. А 


$ 22. Producto vectorial de dos vectores 
definidos por sus coordenadas 


Hallemos la expresión para el producto vectorial de dos 
vectores por medio de las coordenadas cartesianas rectangu- 
Jaros de estos vectores. 

Sea que los vectores а = (х1; Y1 21) y Ò = (Ta Ya 22) 
están dados por sus coordenadas en un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas O, i, j, k y la terna de los vec- 
toros i, j, k es derecha (esto se supondrá siempre en adelanto 
para mayor precisión). 

Desarrollemos a y b según los vectores básicos: 


a=xi+yj+ uk, b= ai + yal + 228. 
Utilizando las propiedades del producto vectorial, obte- 
nemos 
la; b) = [zi + nj + tado; zai + yj + 200 = 
= 1T; 1 + ziya li; Й + tize li; КЇ + yita lj; Й + 
+ и lj; Й + yz lj; kl + zz, lk; il + ziya lk; jl -+ 
+ 212,15; К]. (1) 
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Según la definición del producto vectorial hallamos 

15 4 =0, Е, li; k] = —], 

lj; й = —k, Ij; k) = i, 

[ї;й =j, Ik; j) = —i, 160 = 0. 
Teniendo en cuenta estas igualdades se puede escribir la 
fórmula (1) así: 

la; b] = zysk — лүп] — узт + ууй + 

+ zitaj — уй 


la; b] = (из, — у») і + (щл, — 2) j + 
+ (йз — Yta) К. (2) 


La fórmula (2) da la oxpresión para el producto vectorial 
do dos vectores representados por sus coordenadas. 

La fórmula obtenida es voluminosa y se recuerda con di- 
ficultad. Utilizando las designaciones de los determinantes 
(Algebra y principios de análisis, parte 1. $ 10), puode ser 
escrita en otra forma más cómoda para retenerla; 


н ајан 
Ya 2 Te 2 


TY 
а. Ya 


Habitualmente la fórmula (3) se oscribe aún más brovo- 
mente: 


la; b) = k. (8) 


бм Ж 
la; 0 =|х, y zj, (4) 
Ta Ya Za 


considerando que el segundo miembro de la fórmula (3) está 
obtenido formalmente del segundo miembro de la fórmula 
(4), según la regla de desarrollo del determinante por la pri- 
mera fila. 

Soñalernos también, que en e) caso particular, cuando 
los voctores æ y b están situados on el plano de los vectores 


i y j la fórmula (4) se simplifica: 
i j | 
la; ==. y, 0 |- 6) 
Ta Ya 0 
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Problema 1. Hállese el producto vectorial la; 5] do los 
vectores a = (2; 3; —4) y b = (5; 1; 2). 

A Sustituyendo directamente las coordenadas de los 
vectores a y b en la fórmula (4) obtenemos 


Д3 4,2 4/23 
| 3-35 [к^] al 


Por consiguiente, la; b] = 10i — 24] — 13k. A 

Problema 2. Hálloso la longitud del vector la; b], si 
а= (2, 3) y b = (—1; 7). 

A Utilicemos la fórmula (5): 


ij k 
23 —4 
54 2 


la; b] = 


23 > 
|3 |=. 


Por consiguiente, | 1а; b) | = | 17k | = 17. А 


$ 23 *. Producto mixto de tres vectores 
y sus propiedades 


So denomina producto mixto de tres vectores a, b, e ol 
númoro igual al producto escalar del vector la; bl por el 
vector с. 

El producto mixto de los vectores a, b y с se designa 
(a; b; с). Por consiguiente, 


(a; b; e) = | la; bl |-| 0 |-coswp, (0) 


dondo эр оз el ángulo entre los vectores la; b] y с. 
Teorema 1. El módulo del producto mixto de tres vectores 
no coplanares a, b y e es igual al volumen del paralelepípedo 
construido sobre los vectores factores. 
O Comoessabido (21), el área S del paralelogramo cons- 
truido sobre los vectores а y b os igual a | la; b] |. Por lo 
tanto de la fórmula (1) se deduce que 


(a; b; с) = S| e |-cos p. 

Por otro lado, el volumen V del paralelepípedo construi- 
do sobre los vectores а, b, с (fig. 58), es igual al producto 
del área de su base S рог la altura h, además, k = | АА, |, 
donde А; es la proyección del vértico A, sobre el eje defi- 
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nido por el vector la; b]. Puesto que | ЛА, | = || х 
х [созар |, 


V = Sh = S -| с |-| созар | = | (a; bic) |m 


De la fórmula (1) se desprende que si el producto mixto 
de tres vectores no es igual a cero, su signo coincide con el 
signo созар. Por lo tanto, 
el producto mixto es posi- 
tivo, si el vector с está 
orientado en el mismo son- 
tido del plano de los vec- 
tores æ y b, que el vector 
la; bl, es decir, si la terna 
de los vectores а, b, с es 
derecha. El producto mix- 
to es negativo cuando el 
vector e y el vector la; Б] 
están orientados en sentido 
opuesto del plano de los 
voctores a y b, es decir, 

Fig. 58 cuando la terna de los voc- 

tores a, b, e es izquierda. 

Así pues, siflos vectores а, b, с forman una terna derecha, 

entonces (а; b; с) 2 0, si forman una terna izquierda, 
(a; b; с) < 0. 

Teorema 2. El producto mizto de tres vectores es igual 
а cero, cuando y sólo cuando los vectores son coplanares. 

O Necesidad. Soa que (a; b; с) = 0. Supongamos que los 
vectores a, b y с son no coplanares. Construyamos sobre 
estos vectores un paralelepípedo. Su volumen V > О, pero 
según el teorema 1 | (a; b; c) | = V, lo que contradice a la 
suposición. 

Suficiencia. Sea que los vectores a, b y с son coplanares. 
Entonces, el vector la; b] es perpendicular al vector с, 
pero el producto escalar de los vectores perpendiculares es 
igual a cero, es decir, [а; 5]-с = (a; b; с) = 0. m 

Examinemos algunas propiedades del producto mixto. 

1. Cualesquiera quo sean los vectoros a, b y своп válidas 
las igualdades 


(a; b; с) = (b; с; а) = (с; a; b), 


es decir, en caso de la permutación cíclica de los factores el 
producto mixto no varía. 
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D Es suficiente demostrar la primera igualdad, ya que la 
da se deduce de la primera. 
Si los voctores a, b y e son coplanares, la igualdad 
(a; b; с) = (b; e; a) es evidente; ambos miembros de la 
igualdad son iguales a cero. 

Sea que los vectores æ, b y e son no coplanares. Enton- 
ces, debido al teorema 1 


а; bc |= У y 10; са) | = У, 


donde У es el volumen del paralolepípodo construido sobro 

los tres vectores dados. Pero las ternas de los vectores а, 

b, с y b, e, a son al mismo tiempo, bien derechas o bien 

izquierdas, por lo tanto los signos de los números (a; b; c) 
; e; а) coinciden. 


2. Cualesquiora quo sean los vectores a, b y с son vá- 
lidas las igualdades 


(a; b; c) = — (b; a; c) = — (a; e; b), 


es decir, en caso de permutación de dos factores adyacentes 
el signo del producto mixto se cambia por el contrario. 
О La primera de las igualdades se deduce de las propieda- 
des del producto vectorial (21): 
(а; b; с) =la; Ы-с = —lb; а]+с = — (b; a; с). 
La segunda igualdad es evidente dobido a la propiedad 1 
dol producto mixto. Ш 
Problema 1. Calcúleso (a; b; e), si los vectores a, b, e 


FA 
forman una terna derecha, a Le, b_ e, (а; Б) = 150°, 
Ja[=]b]=4,c=3, 
A Según la definición 
(a; b; e) = [a; Ь]-с = | a |-|  |-зеп 150°. |с |:соѕ 0° = 


=443=2% А 


Problema 2. Calcúleso (i + j; j — 26; k), donde ї, j, k 
son vectores unitarios perpendiculares entre sí que forman 
la terna derecha. 


A (i +j; j — 2i; k) = li + j; j — 20-6 = 
= (lä j — 2 ti il + lj; j) — 2 lj; ¿))-k = 318; ЈЕ = 
= 3 (i; j; k) =3. А 
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$ 24”. Producto mixto de tres vectores 
definidos por sus coordenadas 


Sea que los vectores a, b y с están dados por sus coor- 
denadas rectangulares cartesianas 
а = (а; yu 4), b = (Za Ya Za), с = (235 уш Za). 


Para calcular el producto mixto (a; b; c) hallamos en 
primer lugar el producto vectorial de los vectores а y b 
(22, fórmula (4): 


EJA 
lajbi=lz, y 2 =|" A Vil 
жойы И БИ? 


Multipliquemos ahora escalarmente el vector la; 6] рог el 
vector с = zai + Yaj + sale. Según la fórmula (2) del 19 
obtendremos 


иа 2, 2, а.с! УР 
la; b]-0=x, 2 Y е з |2, |= Ta Yz Zaj. 
Ya Za Ta 23 „з! lo ys 
Por consiguiente, 
2 и 2 
(a; b; с) =|2. Ya zaj, (1) 
Zs Ya 23 


es decir, el producto mizto de tres vectores es igual al deter- 
minante de tercer grado que contiene en la primera fila las 
coordenadas del primer vector, en la segunda, del segundo 
y en la tercera, las coordenadas del tercer vector. 

Ahora se puede enunciar el teorema 2 del párrafo ante- 
rior de la manera siguiente. 

Para que los vectores a = (х\; у; 21), b = (Za; Ya; Za) 
y с = (Z3; уз; 23) sean coplanares, es necesario y suficiente 
que 


=0. (2) 


Tr 0. 95 


Problema 1. Determinar si son coplanares los vectores 
a = (4; 2 1), b = (8; 6; 8) y c = (5; 2; 1). 
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A Hagamos uso de la condición (2): 


«24 
: 1 44 42 
ез al |$ sla 2 |=5:0-2:4+8=0 


Por consiguiente, los vectores son coplanaros. 

Problema 2. Hállese el volumen del paralelepípedo 
construido sobre los vectores a = (4; —1; 1), b = (8; 3; 3) 
y с = (5; 1; 1). 

A Hallemos el producto mixto de los vectores dados: 
4 -1 1| ¡4 —1 2 
8 338 зо 
5 241 ls 10 


(а; b; с) = = = E А = — 14. 


Ahora según el teoroma 1 del § 23 obtenemos 
V = | (a; b; c) | = | —14 | = 14 (unidados cúbicas). А 


§ 25. Solución de problemas por el método vectorial 


Cuando so rosuelven los problemas geométricos por el 
método vectorial es preciso pasar de la formulación geomé- 
trica del problema a su descripción por vectores. Luego, 
utilizando las respectivas propiedades de Jos vectores, 
hallar ciertas rolaciones vectoriales, de Jas cuales so puede 
obtener la solución del problema. Iustremos con ejemplos, 
cómo se hace esto en la práctica. 

Problema 1. Demuóstrese que un segmento que une los 
puntos modios de las diagonales de un trapecio es paralelo 
a las bases. 

A Sea que los puntos M y N son los puntos medios de las 
diagonales del trapecio ABCD (fig. 59). Demostremos que 
[MN] | [AD]. Para esto es suficiente cerciorarse de que el 


> — 
vector MN es colineal al vector AD. 

Puesto que M y N son los puntos medios de los segmen- 
tos AC y BD, entonces 
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Por consiguiente, 


үү E 
MN = АЙ — АМ =-(АВ+ AD)— 
‚ её. фм. 
—H (AB + Вбу= $ (4D—50) 


= > — 

El vector BC es colineal al vector AD, es decir, BC = 
> 

= k,AD. Por lo tanto 


MN=2(AD—KAD)=3 (1h) р-ка, 


> > — 
es decir, el vector MN es colineal al vector AD. Como AD 


os colineal a ВС, el segmento MN es paralelo a las bases 
del trapecio. A 


A m „M a B 
; : ES 
>м. о 
Fig. 59 Fig. 00 


Así pues, para convencerse de que ciertos segmentos 4] АВ 


y CD son paralelos, es suficiente mostrar que AB = кф, 
вада К ез cierto número. 

Problema 2. Dividir el segmento dado АВ en la relación 
dada m:n, es decir, hallar tal punto ME€14B] que 


Еа . Examinar también un caso particular: т = n. 


AEs evidento que el punto M € [AB] divide el segmen- 
to 48 (fig. 60) on la relación dada т: п cuando y sólo 
cuando 


> mÈ 
АМ = "МВ. a) 
a) Si Jon puntos A y B están expresados por sus radios 


voctores ОА y OB respecto a cierto punto O, entonces de (1) 
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> > >, 
зе deduce la igualdad ОЛ — ОА = "(ОВ — ОМ), do la 


cual resulta que 


ОМ =y A-Z 0b. (2) 


La fórmula (2) da la solución del problema, уа que ex- 
presa el radio vector del punto buscado M, que divide ol 
segmento AB en la relación m : n por modio de los radios 
vectores de los puntos dados A y B. 

En particular, si el punto M os el punto medio del seg- 
mento AB, entonces poniendo en la fórmula (2) m = n, 
obtendremos 


OM = $ (0A 4-00). @) 


b) Si los puntos А у B están expresados por sus coorde- 
nadas en un cierto sistema cartesiano de coordenadas O, e,, 
ёз, ез, utilizando Ja fórmula (2), se puede hallar fácilmente 
las coordenadas del punto M en el mismo sistema. La igual- 
dad vectorial (2) os equivalente a las tres igualdados numé- 
ricas 

п. ДИ 
т аат 
eapitro (4) 
п 
min 


donde ху, Y4, 2, Y Ze, Ya, Za son las coordenadas de los 
oxtromos del segmento dado AB, у z, y, 2 son las соогйо- 
nadas del punto buscado M. 

En el caso particular, cuando el punto M es el punto 
medio del segmento AB, las fórmulas (4) se simplifican:. 


m 
Er 2 


а-а, yoia, säti, а бу 


De oste modo, para hallar el punto M que divide el 
segmento AB en la relación de m : n, contando del punto А, 
se debe emplear la fórmula (2), si los extremos del segmento 
están dados por sus radios vectores, o por las fórmulas (4), 
si los extromos del segmento están dados por sus coorde- 
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nadas. Para hallar el punto medio del segmento se utili- 

zan la fórmula (3) o las fórmulas (5) respectivamente. 
Problema 3. Demostrar que las medianas de un triángulo 

arbitrario ABC se intersecan en tal punto M que: 


2 
в с 
o 
à s A] 
A + lo 
о 
Fig. 01 Fig. 02 

1) el punto M divide cada mediana en la relación de 2: 1, 


contando desde el vértico del triángulo; 
2) para cualquier punto O es válida la relación 


E 
оМ= т (ОА + ОВ + ОС). 

A Sea que el punto M divide la mediana AD del triángulo 
ABC en la relación 2 : 1 (fig. 61). Entonces, según la fór- 
mula (2) obtenemos (m = 2, n = 1) 

ом = 10442.00 
= 501+ 200, 
donde O es un punto arbitrario del espacio. El punto D es 


el punto medio del lado BC, por lo tanto, según la fórmu- 
la (3), 


D= 1 (0B + 00). 
Por consiguiente, 
oM=204+ 2.1 (0B 40€) =2 (04 +08 + 00€). 


El mismo resultado se obtendrá para cualquier otra 
mediana del triángulo ABC. Esto quiere decir que M es el 
punto común de todas las tres medianas. De esta forma, 
ambas afirmaciones del problema están demostradas. д 
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De la solución de este problema se doduce que si M ев el 

punto de intersección de las modianas del triángulo ABC, 

y O es un punto arbitrario del espacio, tieno lugar la fórmula 
EPS 

бМ=- (04 + 0B +00). (6) 

Problema 4. En cl lado AD y en la diagonal АС del 

paralelogramo ABCD (fig. 62) se toman dos puntos talos 

que ТАМ | = 140 | y |AN | =-+| АС |. Demuéstro- 


so que los puntos M, N y B so sitúan en una misma recta. 
A Рага cerciorarse de que los puntos М, N у B están 
situados en una misma rocta, es suficiente demostrar quo 


> ES 

los vectores MN y МВ son colineales. Introduzcamos el 

sistema cartesiano de coordenadas: tomemos como origen 

de coordenadas ol punto A y como vectores básicos los 
> 


para 
vectores AD y AB. En este sistema de coordenadas los 


puntos M, N y В tienen las coordonadas (+; 0), (+; £), 


(0; 1). Por consiguiente, 
(0:0). 0-60). 


= > 
Los vectoros MN y MB son colineales, ya que 
> ү» 
MN = 7 MB. A 


Así puos, para doterminar si los tres puntos dados 
М, (д; Ya)» Ma (жь; Ya), Mo (Z3; ya) ostán situados on una 
-> 


misma recta es suficiente demostrar que los vectores M,M, 
aay 
у МҮМ; son colineales. Esribamos la condición de colinea- 


ar — 
lidad ММ, =XM,M, en coordenadas 
Za — 21 = k (22 — ш), 
Ys — Y = k Ya — 0). 


Al eliminar Æ de estas dos ecuaciones obtendremos 
(£2 — 21) (Ya — Ya) — (za — 21) (Ya — Ys) = 0. 
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Esta igualdad puede ser escrita en una forma más cómoda: 


(7) 


| 23—21, 
Ya—Y Уз У 


La igualdad (7) da la condición necesaria y suficiente 
do pertenencia de los tres puntos del plano М, (z,; 01); 
M, (ж; уз), М» (Zai уз) a una recta, 


Por ejemplo, en el problema 4 se trataba de los puntos 


m4; 0), (4 +). B (0; 1). Ellos pertenecen a una 


6 
хоса, ya que 


Problema 5. En el sistema cartesiano rectangular do 
coordenadas se dan los puntos M, (5; 0; 1) y M, (4; 1; —2). 
¿Para qué valores de z y y el punto М, (т; y; 4) pertenece 
a la recta MM, 


1 
A Los puntos M,, М», M, pertenecen а una recta cuan- 
—— > 
do y sólo cuando los vectores M,M¿ y M,M, son colineales. 
— > 
En el párrafo 21 fue demostrado que la condición [M,M; 


—> 
ММ; = 0 оз la condición necesaria y suficiente do coli- 
nealidad de dos vectores. Hallemos las coordenadas de los 
vectores 

o — 

MM, = (A; 4; —3), MM, = (z — 5; y; 3) 


y su producto vectorial 


= (3+ 3y) i+ (18—32) j+ (5—2—y) k. 
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El vector obtenido es igual al vector nulo si 


3+3у =0, 
[ага =0, 
5——у=0. 
De aquí so deduco que z = 6, y = —1. 


А 
Así pues, para cerciorarse que los puntos М,, Me, Ma 
pertenecen a una misma recta es suficionte demostrar que 


pl oggy 
Ш.М: MM) = 0. 

Señalemos que si los puntos №, My, М. ostán situados 
en el mismo plano 20у, esta condición es equivalente a la 
condición (7). 


ds ТТ 
V E 


Fig. 63 Fig. 64 

Problema 6. So da la pirámide triangular ABCD (fig. 63): 
БАЎ Мм, 
148 | = | AC |, АВ = БАС. Demuéstrese que [AD] 1. 
1 IBC]. 

=> 
ALas aristas AD y BC son perpendiculares, si AD -BC = 
e 
= 0. Hallemos el producto escalar de los vectores AD y BC: 


AD-BC=AD-(AC—AB)=A4D-AC— AD-AB= 


— =, A = -> м, 
=|4D]-14C1cos (БАС) — 101.128 -соз DAB=0, 


> кыы das 
ya que según la condición |AC |= 148 | у Баб = 


м. 
=DAB. А 
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Así pues, para cerciorarse de que ciertos segmentos AB 
>> 

y CD son perpendiculares es suficiente mostrar que AB+CD= 

Problema 7. Hállense las magnitudes de los ángulos 
entre las diagonales del cubo y las diagonales de sus caras. 

л Es evidente, que es suficionte hallar las magnitudes 
de los ángulos entro la diagonal del cubo DB, y las diago- 
nales de la base inferior DB y AC (fig. 64). 

Introduzcamos un sistema de coordenadas D, i, j, k de 
manera que 


i=DA, j=Dt, k=DD,. 
En el sistema de coordenadas elegido 
DB,=(13131), DB=(5130), AČ=(—1; 1; 0). 
Hagamos uso de la fórmula (1) del § 20: 


=> Б.б 2 7 
DB; DB) = 242. 22 Y + 
cos (Db: DB = ioi Ve VI рё, 


ы >= += 
= озы ТРЕ) 
соз (DB; А0) ai Ya yz 


HO, Cig: 
< => >= — 

de dondo (DB,; DB) ғ 35°, (DB,; АС) = 90°. A 

Así pues, la magnitud del ángulo entre los segmentos 
se puede hallar de la manera siguiente: escójase un sistema 
rectangular de coordonadas, hállense las coordonadas de 
los vectores respectivos y, luego, utilícenso las fórmulas (2) 
o (3) del $19. 


мы 
Problema 8. En la pirámide ABCD (fig. 65) ADB + 


N AN 
+ Арё = 180°. Hálleso ÁDF, si [DF] es la bisectriz del 
ángulo BDC. 
A Examinemos la base e,, ез, ез, donde ез, ez, es son 
vectores unitarios, cuyas direcciones coinciden con las 


>> —>— y 
direcciones de los vectores DA, DB, DC. Es fácil ver que ol 

— 
vector е, + ез tiene la misma dirección que el vector DF. 


72 


De acuerdo con la fórmula (1) del $20 


ey (e, tHe) 


Zo E `. 
cos (ADF) = cos (еџ; €z + e3) = Г 


puesto que 
ey (e, + ез) = ее + е0 ler + leal х 


PA ~N 
x cos (DB) -+ le] -lesi -cos (ÁDC)= 
ÓN ч К айе 
= соз (ADB) + cos (180°— ÁDB)=cos(ADB)—cos (А ЭЙ) = 0, 


por consiguiente, ADF = 90°. А 

Do este modo, para calcular la magnitud del ángulo es 
suficiente elegir tres vectores no coplanares (dos no coli- 
neales en el caso del plano), 
cuyas longitudes y magnitu- 
des_do los ángulos entre ellos 
son”“conocidas. Luego, se ha- 
Man los vectores que dan el 
ángulo buscado y se calcula 
el coseno del ángulo buscado, 
según la fórmula 

A) 
cos (a; 5) = та97- 

Problema 9. Caleúlose ol 
ároa del triángulo, cuyos vér- 
ticos están dados por sus coor- 
denadas en ol sistema rectan- 
gular de coordenadas: A (1; 2), Fig. 65 
В (4; —5), C (5; 3). 

2 Puesto que el ároa del paralelogramo construido sobre 

> > 


> > 
los vectores AB y AC es igual а |148, ACI |, el área del 
triángulo ABC se calcula según la fórmula 


S,= $1148; Аб]. 


Ahora de acuerdo con la fórmula (5) del 22 obtonemos 


5, =|®|3 —1 


| 4131012 (unidades cuadradas). a 
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Así pues, para calcular el área del triángulo se puede 
hallar el producto vectorial de dos vectores construidos 
sobre cualesquiera de sus dos lados, y, luego, calcular la 
mitad de su longitud. 

Problema 10. Calcúlese el área del paralelogramo, cuyos 
tres vértices sucesivos А (1; 2; 0), B (3; 0; —3), С (5; 2; 6) 
están dados por sus coordenadas en un sistema rectangular, 


ад 
AComo $, = 114; BC] |, y de acuerdo con la fór- 
mula (4) del $22 


178; BE) 12 —2 —3|= —12i+ 44h. 
2 2 9 


entonces, 
S =V TZ J 24482 Y 784=28 (unidadescuadradas). A 


De este modo, para calcular el área del paralelogramo se 
puede hallar el producto vectorial de dos vectores construi- 
dos sobre cualesquiera de sus dos lados adyacentes, y, luego, 
calcular su longitud. 

Problema 11. Calcúlese ol trabajo efoctuado por la 
fuerza F = (1; 2; 3) cuando un punto material se desplaza 
rectilíneamento de la posición 2 (1; 0; 0) a la posición 
C (10; 1; 2). 

4 Como se sabe del curso de física, el trabajo de una 
fuerza constanto, cuando un punto material se desplaza 
rectilínoamente de la posición В a la posición С, es igual a 


ES AS 
А = |Р|-|Вб [соз (F; BC), 


peee 
es decir, A = F-BC. 


> 
En nuestro caso Ё = (1; 2; 3), BC = (9; 1; 2), por lo 
tanto, según la fórmula (2) del $ 19 obtenemos А = 1-9 + 
+ 2-1 + 3.2 = 17 (unidades de trabajo). А 
De este modo, para hallar el trabajo de una fuerza cons- 
tante F cuando un punto material se desplaza a lo largo 


del segmento ВС, es suficiente calcular el ртойио заверен. 
del vector de fuerza Р y del vector de desplazamiento BC. 
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Problema 12. La fuerza F = (3; 2; 1) está aplicada al 
punto А (2; 0; 1). Determínese el momento M do esta 
fuerza respocto al punto O (0; 0; 


ES ijk 
=104; Fj=|2 0 1|=—2%+j+4k. А 
з24 


Así pues, para determinar el momento do la fuerza F 
aplicada al punto А respecto al punto O es suficiente calcu- 
= 


lar ol producto vectorial del vector ОА por el vector F. 
Problema 13. Demuéstrese que los cuatro puntos 
Mo (1; 2; —1), М, (0; 1; 5), М, (4; 2; 1), Ms (2; 1; 3) 
están situados en un mismo plano. 
Cuatro puntos ostán situados США un mismo Plano 


cuando y sólo cuando los voctoros MoM,, M Ma, ММ» 
son coplanares. Por lo tanto, su producto mixto deborá ser 
igual a cero. 


Puesto que MM, = (—1; —1; 6), MaM, = (2; 0; 2) 
y MM, = (1; —4; 4), ontonces 


—1 —1 6 
сэй шй SE 02 
(ММ; М М» My Му=|—2 0 2|= -| m 
ina 4 жы. 


—2 2 —2 
+ |е 


il- —2—10+12=0. 


Por consiguiente, los puntos Mo, Mı, Ma y Ма están si- 
tuados en un mismo plano. А 

Así pues, para determinar si los cuatro puntos Mo (ш; 
Yo Zo), Mi (д; Yri 21), Ma (235 уз; Za), Мз (255 Yai Za) per- 
tenecen a un mismo plano es suficiente convencerse de que 
el determinante 


20—20 Ш.о щ—®% 
22—20 уа уо 22—20 
23—20 узо 23—25 


es igual а cero. 
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Problema 14. Calcúlese el volumen do la pirámide, 
cuyos vértices se encuentran en los puntos А (1; 2; —1), 
В (0; 1; 5), С(—1; 2; 4), D (4; 2; 3). 

A El volumen de Ja pirámide ABCD es seis veces menor 
que el volumen del paralelepípedo con las aristas [АВ], 
[AC] y [AD]. Por lo tanto 

de сык сы 
V=2|(Ab; AC; АБ). 
a сй 


Calculemos el producto mixto de los vectores AB, AC 
> 
y AD según la fórmula (1) del $ 24: 


E ad =i - 
(AB; АС; AD)=|-2 0 2 -a] 2 ol=-8. 
о ол э 


Por consiguiente, V = 5 (unidades cúbicas). А 
De este modo, el volumen V de la pirámide con los 

vérticos en los puntos 
A (ж), Bla Yai Za), С (Ea; Ysi 23). D (ц; Ya 24) 
puede ser calculado por la fórmula 

25—23 0—0 22—11 

Уе || 2 и 2—2, ||. 
UE MY TA 


Problemas para el capítulo 1 
1.1. Por los vectores dados а y b constrúyanse los siguientes 
vectores: 
a) Ва bb c) 20-6 da e) la 


1.2. En la figura 66 la circunferencia está dividida en tres, cua- 
tro o seis arcos congruentes. Hállese en cada caso la suma de los vec- 
tores representados en las figuras. 

1.3. Hálleso la suma a + б + e para los vectores a, b, с repre- 
sentados en la figura 67. 

1.4. Dos fuerzas F, y F, actúan sobre un punto material. Hálleso 


Zo 
la magnitud de su resultante, si | F, | = 8H, | F, | = 6H y (Е; Ё.) = 


15. Trácese cualquier pentágono ABCDE у hállese la suma de 
los vectores АЙ, BC, CD, DE, EA. 
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4.6, Tres fuerzas dirigidas n tres vértices sucesivos están apli- 
cadas al centro de un hexágono regular. Hállese la magnitud de la 
хате si la magnitud de cada una de las fuerzas dadas es igual 


те 
еб Es E 


Fig. 06 


1.7. Hállese la resultante de tres fuerzas aplicadas al punto M, 
si ве sabe que estos fuerzas se representan por los vectores MA, MB, 


ATC, dondo los puntos A. В, € son los vértices de un triángulo equi- 
látero inscrito en una circunferencia con el centro O (Mig. 68). 


БАБ Р 


Fig. 67 


1.8. Demuéstrese que de las medianas de cualquier triángulo 


se puede construir un triángulo. 
‚9. Se da un tetraedro . ABCS. Hállose la suma de los vectores: 


a) AB + BC+ С5; b) AC + ES + SÀ + АЁ. 

1.10. Se da una pirámide cuadrangular regular ABCDS (S es 
el vérilcs, O es la base de la altura). Demuéstrese que la suma de los 
vectores О, DS, ВС, SB, AÖ es igual a la suma de los vectores 43, 
AD, AB, DA. 
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4.14. Sea que а = kb (a + 0). ¿Para qué valores de К: a) |a l| = 
=1b1 b) jaj >15b1 о) la] 1012 y 

1.13. Determínense los valores de Ё, para los cuales la longitud 
del vector ka (a + 0): а) es igual a la longitud del vector a; b) es mayor 
de | За |, с) es menor de | 5а |. 

1.13. Determínese el número, рог el cual hay que multiplicar 
el vector no nulo a, para obtener tal vector 6, que: a) | 5 | = 5ya 11 b; 
b) [B| =1 y atib. 


Fig. 68 

1.14. En una recta se toman sucesivamente tres puntos M, N y Р; 
el punto A es el punto medio del segmento MN, y el punto B, el punto 
medio del segmento NP. Exprésese el vector AB por medio del vec- 
tor PM. 

1.15. En una recta se toman tres puntos A, B, С de manera, que 
Е es eS 
СА = 3CB. Exprésese cl vector AB por medio del vector CB. 

1.16. En el rectángulo ABCD están trazadas las diagonales: 
eS эзир ы E 
DB = а; AC = b. Presóntense los vectores BC, CH, BD, AD + CD 
en forma de una combinación lineal de Jos vectores ayb. 

1.17. En el paralelogramo ABCD: АЙ = a, АЙ = b, О cs el 
punto de intersección de las diagonales. Desarróllense los vectores 


2де era 
BD, OB, AC y СО en vectoros а y b. 

1:18. En el trapecio isósceles ABCD la magnitud del ángulo BAD 
es igual a 60°, | AB | = | BC | = | CD | Los puntos M y N 
son los puntos medios de los lados BC y DC. Desarróllense los vectores 


Яв, С, Bë, АЙ, AÑ y МЎ, on vostores m= AÈ yn = D 


1481 14bi 
1.19. En una circunferencia con el centro O se dan los puntos 
A y В. Las tangentes a la circunferencia en estos puntos se intersecan 


en el punto С. Desarróllese el vector ОЁ en vectores DA y OB, 


“+ “= 
а) АОВ. = 60°; Ъ) АОВ = 90°. 
1.20 Se da el cubo ABCDA,B,C,D,. Hállese el desarrollo en 


vectores а = AB, b = АЙ, с = АА, delos vectores: a) АС; b) AB; 
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o Бубу; ау PiBu 0) BE; N бү: 2) B,D; b) 610, donde O es el contro 
del cubo. 


1.21. Se da el triángulo ABC. Tomando por base los vectores 
e, = AB, e, = АЁ, hállense los coordenadas de los vectores A M, BÑ, 


CP en esta base. Los puntos M, N, P son los puntos medios de los 
lados BC, AC, AB del triángulo. 
1.22. Se da el hexágono regular ABCDEF. Tomando por base 


los vectores e, = AF, e, = AU, hállense las coordenadas de los vec- 


g- бо 


tores siguientes: a) АЎ; b) BE; c) CD; d) DÉ; o) EP; t) AD; m) АЁ; 
) BE; y ЖЕ. 

23. En el plano se da un hexágono regular. Desarróllense en 

q i y j todos las vectores representados en la figura 60, si 

105] = 4. 

1.24. Ёл ol cubo ABCDA,B,C,D, (Mg. 70) los puntos М, N, 
P, Q; R, 8, Т son los puntos medios de las aristas. Los vectores i = 
= BA, j= BË, k= BË, se toman por base. Desarróllense en la 

sos de 3 ае 
baso і, j, Б los vectores siguientes: a) 77; b) АЙ; с) УР; d) РО; 0) 
05 D B,D; g) RÀN; b) RN. 

1.25. En un sistema cartesiano rectangular de coordenadas se 
dan los puntos А (8; —1; 2) y B (—1; 2; 2). Mállense las coordena- 
das de los vectores AB y ВА, sus longitudes y coordenadas del vector 
unitario, dirigido como el vector В, 

1,26. Se da el vector а = 24 — 3j -+ 4k. Hállese el vector b, 
si }a | = |b |, la abscisa del vector b es igual а la ordenada del vee- 
tor a y la ordenada del vector Б es igual а cero. 
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1.27. Calcílense Јаз lon; 
gramo construido sobre los 
1.28. Mállese la proyec: 
vector b, y lu proyección del vector b sobre la dirección del vector a, 


ре 
si jal = 2, [51 = 1, (а; Б) = 120% 
1.29. Hállese el producto escalar de los vectores a у b, si | a | = 


ON 
= 4, I b | = бу (а; B) ез igual a: a) 45% b) 0°; с) 1357; d) 90°; о) 180°. 
1.30. El ángulo entre los vectores а y b es igual a 120°, Sabiendo 
bi = 4, calcúlense: а) a-b; b) a?; с) (a — 2b) а + 2b); 


a EGE +j: вю катар: у 

E + k itj +h. 
1:32. Calodlese a:b b-c + са, si a+tbte=0 y [а = 
“1b е1 = 1. 

1.33, Se dan los vectores а = (4; —2: 0)ту b ="(1; 2: 3). Cal- 
cúlense: a) a+b; b) b?; c) (a — b); d) (Ba — b) -(2а +- 3b). 

1.34. So da el vector a = (3; —4). Hállense las coordenadas de 
los vectores unitarios perpendiculares al vector а. 

1.35. Se da el vcctor e = (4; —7). Hállense las coordenadas de 
cualquier vector perpendicular al vector e. ¿Cuántas soluciones tiene 
el problema? 

1.36. Se da ol vector а = (1; 2; —3). Se sabe que la abscisa del 
vector b perpendicular a éste es igual a 3, y la ordenada es igual a 6; 
so roquiere hallar la z-coordenada del vecior b. 

37. Se da el vector а = (3; —4). So sabe que la abscisa del 
vector b perpendicular a éste es igual а 8; determínese la ordenada 
del vector b. 

1.38. Se da el vector a = (5; 3). Se sabe que la ordenada del 
voctor b perpendicular а óste es igual a 10; determínesc la abscisa 
del vector b. 

1:39. Málleso ol valor œ con el cual los siguientes vectores зоп 
porpendiculares entre sí: 

o) а = ai 37 k y di aj — Te 

b) a = (a; —3; 2) y 4; 2; —a); 

c) a= (o; —2 7) у (0, 14, 4). 

40. Mállenso los valores de a y P con los cuales los vectores 
B: i; a) у b= (5 В: 1) son perpendiculares entre sí, si 


1.41, En el plano хОу hállese el vector b perpendicular al vector 
а = 3i — 4j + 5k, si |b| = |а. 

1.42. Se dan dos vectores: а = (3; —1; 5) y b= (1; 2; —8). 
Hállese el vector 2 que es perpendicular al ejo Oz y satisfaga las condi- 
ciones ж-а = 9, 2-6 == —4А. 

1.43. Hállese el vector Б, colincal al vector a, que satisfaga a la 
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1.45. Se dan tres vectores: а = (2; —1; 3), b= (1; —3; 2), 
e= (3; 2; —4), Mállese el vecior х que satisfaga las condiciones 
аса = —5, eb= Al, жє = 20. 

1.56. Hálleso el coseno del а 
y el eje Oz. 

1.47. Шс los cosenos de los ángulos entre el veclor а= 

= (3; —4; 12) y los ejes de coordenadas. 

1.48, Hállese el ángulo entre las diagonales de un paralelogramo 
construido sobre los vectores a = 2i + j y b= —j + 2 


1-49. Determínese el ángulo entre oł vector а = AÑ + CD y ol 
eje 00 A abscisas, ві A (—2; 3), B (0; 8), С (5; 3) y D po 5). 

Detorminese el ángulo entre las vectores: а) $ y J 4- 
PALRO RSA C 


gulo entre el vector a = (8; —4) 


б,в: 


entre, los sectores E BD. 
5 ay E 4 ш ulo con los vértices en los puntas A (3; —2; 1), 


в (3; 2; 5). Calcúlese el ángulo entre la mediana [BD] 
y ol må 1с.“ 
1-54, Se da el eungrámgulo сор los vértices en los puntos 
E —3; 1), В(1; 4; (4; 1; 1) y D(—=5; —5; Ж 
el ángulo entre las Jiajonalos 1АСЇ y 180]. 

1.559. е da un triángulo con los vértices en Jos puntos А (44; 1), 

ч Tai С (5; 2; —1). Calcúłese el coseno del úngulo del 
vi ma 


Se dan los vectores a 
e алое рга; b) рг, 
€) pru (2b + е). 

1.57, Determínese, si es derecha o izquierda la terna de los vec- 
tores а, dy е, зї 


2; 1; 1), b=( 5; 0). с 
AS ў Pra (b + с); 


фс= і Fi 
аі Ьі), 
@ 7, А forman 1а terna derecha). 

1.58, Hállese el vector [а; b] y represónteso, si: 


e) atado b = ži — 3j + 4k. 
1.59. Hállese el área del o construido sobre los 
vectores а — (3; 4) у ò = (á; 
. Se dan 105 vectores а= 
(0; i; 2; —4 


1.61. Hállese 
A 0; 2; 6), B (4; 0; 0) y C (8 0). 

1.62. Se dan los vértices del paralelogramo: A (1; —2), B(-2;2), 
C (4; 10) y D G 6). Calcúleso зи área y altura. 

.63, La fuerza F= 2i — 3j -+ åk está aplicada al punto 
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M (1; 5; —2). Hállese la magnitud del momento de fuerza F respecto 
al origen de coordenadas. 
1.64. Los vectores ғу, гу, гу que forman la terna derecha son 
»ndiculares entre sí. Sabiendo que |r; | = 7, Ira | = 5, Irs | = 
calcúlese (rs; ra; гу). 
65. Demuéstrese que (гу + ла; ra + rai ra + ту) = 2 (л: Fe га}. 
1.66. Demuéstrese que los vectores гү, гу, ra que salisiacen la 
condición [тыз ral + fra; ral + Ira; гу] = б, son coplanares. 
1.67. Culcúlese el volumen del paralelepípedo construido sobre 
Jos vectores гу =a+b+ce, r =а 54-с y ra=a—b—0. 
1.68. Muéstrese que el volumen de un paralelepipedo construido 
sobre Jas diagonales de las caras del paralelepípedo dado, que tienen 


un vértice común, es igual al volumen duplicado del paralelepípedo 
lado 


per) 


1.69, Determínese el producto mixto (a; b; с) de los vectores 
вий р ч 


а= ат = (5 0; 0), e= (7; —2; 4). 

1.70. Determínese зї son coplanares los vectores а = (8; 5; --13), 
b = (—4; 2; 8), с = (4; 7; —4); si son coplanares, qué terna forma- 
rán, derecha о izquierda 


.71. Determínese si sou coplanares los vectores u = 
—3), b = (4; 4; 6), o= (1; 5; 9). 

1.72. Hállese el volumen del por lolepípedo construido sobre 
los vectores a = (1; . ; , (2; 5; 2). 

1.73. El centro de gravedad de una barra homogénea ве encuen- 
tra en el punto М (2; —4), uno de sus extremos, en el punto А (—1; 1). 
Determínense las coordenadus del otro extremo «e la barra. 

1.74. Se da el triángulo con los vórtices en los puntos A ola 
В (1; —2) y С (4; 7). Hállese el punto de intersección de la hiscctriz 
del 48 con el lado AC. 

775. Demuéstrese, que si en la pirámide triangular regular 
SABC unimos el vértice A con el punto M de intersección de las me- 
dianas de la cara opuesta. entonces (А M) L (BC). 

1.76, En el triángulo ABC los puntos Ay, Bı, C, son los риоя 
medios de los lados ЁС, AC, АВ. Demuéstrese que los puntos de 
intersección de las medianas de los triángulos ABC у А,В,С, coin- 
ciden. 

1.77. Demuéstrese quo los puntos medios de las bases del trape- 
cio y el punto de intersección de las prolongaciones de sus lados Jate- 
rales pertenecen a una misma recta. 

1.78. Los puntos A y N son los puntos medios de los lados А 
y CD del cuadrángulo ABCD. Domuéstreso, que los puntos medios de 
lus diagonales de los cuadrámgulos АМУР y BMNC son vértices «le 
un paralelogramo o están situados en una misma recta. 

1.79. Calcúlese el trabajo efectuado por la resultante de dos fuer- 
zas F, ©; —1; 3) y Fa (3; —2; 4), cuando un punto material se 
desplaza rectilíneamente de la posición В (10; 8; —2) a la posición 
Ch; 4; 1). 

1.80. La fuerza Ё = 
Hálense el mom 
to а] punto o 

1.81. Dos fuerzi 


2; 


a 


i + k está aplicada al punto A (2; 1; 4). 
ento y la magnitud del momento de esta fuerza respec- 
ВЕ) 


Р, y Р, están aplicadas a un punto material, 
„ч 


además, [АЕР | =4N y (Р; Fa) = 120°. Hállese el valor 
ninimo de la mugurtid de la resultante de estas fuerzas. 
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1.82. Determínese si s 
puntos siguientes: 
M, (9; 2; 


encuentran en un mismo plano los cuatro 


9; —3; 1), Ma (0; 4; 3), A 
e Bi å; 7), АР (f; 5; 3). AI, (Ai АЯ 
de una pirámide se е а los puntus 
ў В (3; 0; 1, С; —4; 3) y 9) Mállese 
la altura de la pirámide bajada desde el vértice D. 

1.84. En el plano se dan el cuadrángnlo ABCD y el punto M. 
Demuéstrese, que los puntos simétricos al punto M respecto a los 
puntos medias de dos lados del enadrángulo dado, son vértices de un 
puralelogramo. 

1,85. Demuéstrese que las alturas de un trián 
intersecan en un solo punto. 

1.86. Demuéstrese, que pora que las diagonales de un cuadrángulo 
sean perpendiculares entre sí, es necesario y suficiente que las sumas 
de los cuadrados de las longitudes de sus Jados opuestos sean iguales. 

1,87. Un ciclista se muevo con una velocidad de 45 km/h en direc- 
ción norte y le parece. que el viento (que sopla con una velocidad de 
Y km/h de cierto sitio del nordeste) está dirigido bajo un ángulo de 
15° respocto a la línea de su movimiento, Hálleso Ја dirección real 
del viento. 

1.88, En el lado AB del triángulo ABC so da e) punto P, por el 
cual están trazadas Јаз rectas paralelas а sus medianos AM, y BM. 
Estas rectas cortan los lados respectivos del triángulo en lo puntos 
A, y B,. Dommuéstrese que cl punto medio del Segmento A,B, c) punto 
P y el punto de intersección de las medianas del triángulo dado están 
situados en una misma recta 


оз. 
. 


lo arbitrario se 


ar 


Capítulo 11 


RECTAS EN EL PLANO 


$ 26. Ecuaciones con dos variables y su gráfico 


Se denomina solución de la ecuación con dos variables 
cualquior par ordenado de valores до las variables quo 
reduce dicha ecuación a una igualdad exacta. ` E 

Por ejemplo, el par ordenado de los números (4; —5) 
(on el cual, en el primor lugar está escrito el valor de la 


Fig. 71 


variable z, y en el sogundo, el valor de la variable y) es la 
solución de la ecuación З= + 2y — 2 = 0, ya que 3-4 + 
+ 2-(—5) — 2 = 0. El par de números (—5; 4) no os la 
solución de la ecuación dada, ya que 3-(—5) + 2:4 —2% 

Si elegimos arbitrariamente los valores х y hallamos 
de la ecuación los valores у дие corresponden a ellos, so 
puede obtener un conjunto de pares de números que serán 
las soluciones de esta ecuación. Tales pares de valores de las 
variables z e y se puede considerar como coordenadas de los 
puntos en el plano. El conjunto de los puntos construidos 


según estas coordenadas se denomina gráfico de la ecuación 
dada, 
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Así pues, ol gráfico de las ecuaciones con dos variables 
es el conjunto de todos los puntos, cuyas coordenadas sirven 
de soluciones de osta ecuación. 

Por ejemplo, expresando y por т de la ecuación ж — 2y + 
+ 3 = 0 obtendremos 


pa 
=4 (+3). 
Se sabe que el gráfico de esta función es una recta. Por 


consiguiento, el gráfico de la ecuación = — 2y +3 = 0 
ез la misma recta (fig. 71). 


Fig. 72 


Exactamente igual, expresando y mediante z, de la 
ecuación 2° — 4y == 0 obtondremos 


у= 22. 


Por consiguiente, el gráfico de la ecuación 2° — 4y = 0 
es la parábola (fig. 72). 


$ 27. Ecuaciones canónicas y paramétricas 
la recta 


La posición de una recta en el plano puede ser definida 
dol modo siguiente: 

1) la recta l pasa рог el punto №, paralelamente al 
vector а. El punto My se denomina a veces punto inicial 
(fig. 78, a); 

2) la recta Z pasa por.los puntos M, y М, (fig. 73, b); 

3) la recta l pasa por el punto М, perpendicularmente 
al vector п (fig. 73, с); 
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4) la recta Z atraviesa el punto Mo y forma con ol vec- 
i (бо. 73, d) el ángulo q. 

Se denomina: vector director. de la recta l, cualquier 
vector a 5 0,.paralelo a esta recta. 


De esta definición se deduce que cada recta tiene cuan- 
tos quiera vectores directores y todos ellos son colincales 
entre sí (fig. 74). 


Y 
Fig. 74 Fig. 75 
So denomina vector normal de la recta cualquier vector 
п 5 0 perpendicular a la recta 2. 
De esta definición se deduco que cada recla tione cuan- 


tos quiera vectores normales y todos ollos son colincales 
entre sí (fig. 75). 
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Si en la rocta Z tomamos dos puntos fijados cualesquiera 


M, у Му, el vector M,M será ol vector director de la 
recta ММ. Señalemos que por vector director se puede 
tomar también el vector 


лч ы pe 
MM, yaque MM, =—M M, 
y, en general, cualquier vec- 


— 
tor k-M,My, donde Ё = 0. 
Supongamos que la recta 
1 está definida рог el punto 
inicial М, y por el vector 
director a (fig. 76). Sea que 
М es cualquier punto; dosig- 
nemos su radio vector рог 


ok å 
ғ. El vector MoM = r — ro Fig. 7 

es paralelo a la recta cuando 

y sólo cuando el punto M está situado en osta recta. En 


> 

este caso, el vector MoM es colineal al vector a. Por 
peso 

consiguiente, M,M = ta, o 


Y 


>> > 
r—r, = ta. T= ъ + tta) 

La variablo ё en la fórmula (1) que toma distintos pará- 
metros numéricos, se denomina parámetro, y la ecuación (1) 
so denomina ecuación vectorial parámetrica de la recta l. 

Si designamos las coordenadas de los puntos М у Mọ 
con (2; y) y (20; Yo). y las coordenadas del vector а con (ay; 
a), la ocuación (1) puede escribirse en coordenadas: 


zit yj = (zori + Yard) + t lai + aj) 


zit yj = (к + ati о + ау. 
De aquí se deduce que 
т=з} ам, 
( od j 
Y= + аз: 


La ecuación (2) se denomina ecuación paramétrica de la 
recta. 

Problema 1. Escríbanse las ecuaciones paramétricas do 
la recta que ps por el punto M, (3; —5) paralelamente al 


vector a = (4; 
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5 Sustituyendo directamente las coordonadas del punto 
М» y las coordonadas del vector a en la ecuación (2) obtondre- 
mos 

І 2=34+ 41, 
у= —5+1. А 
Problema 2. La recta 2 está definida por las ecuaciones 


( z=5—2t, 
у= —2 4+ bt. 


So requiere construir esta recta. 
A Para construir la recta hallemos dos puntos. Para 
determinar sus coordenadas 
hace falta tomar dos valores 
cualesquiera del parámetro t 
y sustituirlos en la ecuación 
de la recta. Si ? = 0 obtenemos 
el punto Me (5; —2), y si t = 
= 1, el punto M, (3; 4). Lue- 
go construimos los puntos M, 
y M, y (valiéndose de una 
regla) trazamos la recta bus- 
77). А 
Fig. 77 minemos el parámetro £ 
Ce do la ecuación (2). Esto es 
posible, ya que el vector а + 0 y, por lo tanto, por lo menos 
una de sus coordenadas es diferente de cero. 
Sea que a, 52 0 y а, +0, entonces 


PA 
a 


у, por consiguiente, 


2-4, 0-и Р 
==. усы, 6) 


La ecuación (3) se denomina ecuación canónica de la recta 
con el vector director a = (ay; az). 
Si a == 0, а, 40, las ecuaciones (2) toman la forma 


| ==, 
у=ю+ ай. 
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Estas ecuaciones definen la recta paralela al eje Oy 
quo pasa por el punto Mo (xy; уо). La ecuación canónica 
de tal recta tieno la forma 


ж = To (4) 
Si a, 9 0, a, = 0 las ecuaciones (2) tomarán la forma 
к= 1+0 
{ Y= Yo 


Estas ecuaciones definen la recta que es paralela al 
oje Ох y pasa por el punto Ma (хь; Yo). La ecuación canó- 
nica de tal recta tiene la forma 


у=. (5) 


Problema 3. Escríbase la ecuación canónica de la recta 
que pasa por el punto М, (—1; 1) y es paralela al vector 
a = (2; 

2 Poniondo las coordenadas del punto Mo y las coordona- 
das del vector æ en la ecuación (3), obtendremos 


Problema 4. Escríbase la ecuación canónica de la recta 
que pasa рог el punto М, (3: 4) paralelamente al vector 
a = (0; 

A Según la fórmula (4) se tiene z =3. А 


$ 28. Ecuación de una recta que pasa 
por dos puntos dados 


Sea que se dan dos puntos M, y M, con las coordenadas 
(х\; Ya) y (Za Ya). Para formar la ecuación de la recta 
que pasafpor los puntos M, y Ma tomemos por vector direc- 


tor do” esta recta el vector а = М.Й. 

La ecuación canónica de la recta (27) que рава рог ol 
punto M, (21; ys) y tiene el vector director a = (41; аз) 
tiene la forma 


Al sustituir en esta ecuación las coordenadas del vector 


—> 
a = MM, = (22 — Ti; уз — Y), obtendremos 


2—2; v—n a) 
жас а" 


Esta ecuación se denomina ecuación de una Fecta que pasa 
por dos puntos; 

Sí en la ecuación (1) uno de los denominadores se anula, 
para obtener una ecuación hay que igualar a cero el nomi- 


Fig. 78 


nador respectivo. Por ejemplo, si z4 — z, = 0, la ocnación 
buscada sorá z — z, = 0. En este caso, Jos puntos М, 
y М, se encuentran a la misma distancia del eje Oy, y la 
recta M,M, ез paralela a este eje. 

Frecuentemente se necesita formar la ecuación de una 
recta que pasa por dos puntos, uno de los cuales está situa- 
do en el eje Ox y el otro, en ol eje Oy. 

Sea que en los ejes de coordenadas se dan los puntos 

(a; 0) y В (0; b), y sea que a0, b0 (fig. 78). 
Considerando que en la fórmula (1) z, = а, y, =0, £, =0, 
Y: = b, obtenemos 


Et 


(2) 


Esta ocuación se denomina ecuación segmentaria de una 
recta, ya que los númoros a y b indican, qué segmentos son 
cortados por la recta en los ejes de coordenadas. 
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Problema 1. Escríbase la ecuación de la recta que раки 
рог los dos puntos M, (3; —2) y Ma (5 1). 

2 Una vez sustituidas las coordenadas de los puntos 
M, y M, еп la ecuación (1) obtendremos 


ó 3z-- 2y —13=0.4 

Problema 2. Los vértices de un triángulo se encuentran 
en Jos puntos A (—3; 2), B (1; 5) y C (5; —7). Escríbase la 
ecuación de la mediana de este triángulo que pasa a través 
del vértice A. Constrúyanso el triángulo y la mediana. 

% Sea que el punto A, (21; ys) es el punto medio del 
lado BC. Para hallar sus coordenadas utilicemos las fórmu- 
las do división de un segmento por la mitad (el $25 las fór- 
mulas (5)): 


Poniendo ahora en la fórmula (1) z, = 3; y = 1, 
xy = —3, ys = 2, obtendremos la ecuación de la recta AA, 
es decir, la eenación buscada de la mediana, 


+1 
2+1 


ó 2+ 2у—1= 0. 


En la figura 79 está representado el triángulo ABC y la 
mediana АА. А 

Problema 3. Escríbase la ecuación segmentaria de Ja 
recta y = 3.2 — 3. Calcúlese el área del triángulo formado 


por esta recta y los ejes de coordenadas. 
a Transformemos la ecuación dada del modo siguiente: 


Como resultado obtendremos la ecuación 


y Y 
Tt 


que es Ja ecuación segmentaria de la recta dada. 
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El triángulo formado por la recta dada y los ejes de 
coordenadas os un triángulo rectangular соп los catolos 
iguales a 4 y 3 (fig. 80), por lo tanto, su área os igual a 
+ 4-3 = 6 (unidades cuadradas). А 


Problema 4. Escríbase la ecuación de una recta que pasa 
por el punto A (4; —3) de manera que el área del triángulo 


481.5) 


Fig. 79 
formado por esta recta y los ejes de coordenadas sea igual 
a 3 unidados cuadradas. 

ô Apliquemos la ecuación segmentaria de una recta. 
Sea que +4 = 1 ез la ocuación de la recta buscada. 


Entonces, como el punto А (4; —3) está situado en la 
recta, а y b.satisfacen la ecuación 


4 3 
ad 
6 
4b — За = ab. 
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El área del triángulo formado por esta recta y los ejes de 
coordonadas es, evidentemente, igual a+] а |+| b |, por lo 
tanto, a y b también satis- 
facen la ecuación 


la llb = 6. 


Por consiguiente, para ha- 
Паг la ecuación de una recta 
es suficiente resolver el 
sistema de ecuaciones 


І 4b—3a=ab, 
lab] =6. 
El sistema de ecuaciones Fig. 80 


obtenido es, evidentemen- 
te, equivalente a los dos sistemas de ecuaciones simples 
siguientes: 
áb—3a=6, 4b—3a= —6 
| ab=6 ( ab= —6. 


Fig. 81 


Del primer sistema hallamos а, = 2, b =3 y a, = —4, 


b,=—2; ol segundo sistema no Lieno soluciones. Así 


РЫ 
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puos, el problema tiene dos soluciones (fig. 81) 


z Y : ЖИН 
E A е 


Зх 4 2y —6 = 0 у 3х + 8у + 12 = 0. А 


$ 29, Ecuación de una recta que pasa рог el punto 
dado perpendicularmente al vector dado 


Sea que se da cierto punto Me y el vector т. Tracemos 
por el punto Ma la recta 1 perpendicularmento al vector n 
(fig. 82). Sea quo 37 es un punto arbitrario. El punto M 


Nrs) |7 


Fig. 82 Fig. 83 
está situado en la recta Z cuando, y sólo cuando с} vector 


MaM os perpendicular al vector z, para lo cual es nocesario y 


suficiente que el producto escalar de los vectores n y M,M 
sea igual a cero: 


— 
n-MM = 0. (Mm 


Para expresar la última igualdad en coordenadas intro- 
duzcamos un sistema cartesiano roctangular de coordenadas. 
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Sea que los puntos М, у M tionen las coordenadas (т; Yo) 
y (z; y). Entonces, ММ = (= — 20; Y — Yo)» Designemos 


Y 


pu dais) 


Pig. 84 


las coordenadas del vector normal л por (А; B). Ahora ве 
puede escribir la igualdad (1) así: 
A (z — 2o) + B (y — Yo) = 0. (2) 

La ecuación (2) es la ecuación de la recta l que pusa porel 
punto dado Mo (хо, Yo) perpendicularmente al vector dado 
п = (А; В). 
Problema 1. Escríbase la ecuación de una recta que pasa 
por el punto A (2; —3) perpendicularmente al vector 
п = (—1; 5) (lig. 83). 

a Aplicando la шаа (2), hallamos la ecuación do la 
recta dada: 


ARE 
o, definitivamente, z — 5y — 17 = 0. 
Problema 2. Se dan los,puntos М, (2; Lo) y Ma 4 5). 
Escríbase la ecuación de una recta que pasa por e) punto My 
e 
perpendicularmente al vector M,M a. 


^ El vector normal de la recta buscada n = M,M, tiene 
las coordenadas (2; 6) (fig. 84). Por consiguiente, según 
la fórmula (2) obtendremos la ecuación 
202—2) +600 +1) =0 
ох 4+ 3у + 1 = 0. А 
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Problema 3. En el triángulo con los vértices en los pun- 
tos M (—5; 2), М, (5; 6) y Ma (1; —2) está trazada la 
mediana М,А,. Se requiere 

escribir la ecuación de la 

recta que pasa por el punto 

A, perpendicularmente a 

41581 la mediana M,A, (fig. 85). 
ё Se puede tomar por 
м,(-52) vector normal de la recta 


=> 
buscada el vector п=М,А,. 
Delerminemos sus соогӣе- 
nadas. El punto A, es el 
муп;-2 punto medio del segmento 

MMs, por lo tanto, si 
Fig. 85 (а; y) son sus coor- 


denadas, z, = Ба = 3, 


—2 ——> 
e yı == =2, Entonces el vector normal п = MA, 


as coordenadas (8; 0). Por consiguiente, la ecuación 


tiene 


Fig. 864 


buscada de la recta tiene la forma 
8(т—3)+0(у—2)=0 6 2==3 А 
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Problema 4. Se da el triángulo con los vértices en los 
puntos А (—3; —1), B (2; 7) у С (5; 4). So requiero formar 
la ocuación de la recta que pasa por cl vértico С perpendi- 
cularmente al lado АЁ (fig. 86). 

APor vector normal de la recta buscada se puedo tomar 
el vector п = AB. Puesto que n = (2 — (3); 7 — (4)= 
= (5: 8), sustituyendo las coordenadas del punto C y las 
coordenadas del vector т en la fórmula (2), obtendremos 

5 (z — 5) +8 (y — 4) = 0. 


o, definitivamente, 5z -+ 8y — 57 = 0. А 


§ 30. Ecuación general de una recta 


Sea que se da una recta arbitraria. Elijamos en ésta un 
ciorto punto Me (20; Yo) y supongamos que л = (A; B) 
es un vector normal arbitrario de esta recta, Entonces 
(ver 29) la ecuación de esta recta será la ecuación 

A (z — zo) + B (y — yo) = 0. 
Escribámosla así: 
Az — Az, + By — Bys = 0. 
Al dosignar соп С el número — (Az, + Вул). obtendremos 
Az + Ву + С = 0. a) 

Así pues, toda recta del plano se define por la ecuación 
(1), es decir, por una ecuación lineal con dos variables. 

Demostremos ahora que toda ecuación lineal es la ecua- 
ción de una recta. 

En efecto, en la ecuación (1) por lo menos uno de los 
cooficiontes А о B es diferente de cero, еп caso contrario 


esta ecuación no será lineal. Sea que, por ejemplo, В 5 0, 
entonces la ecuación (1) puede ser escrita en la forma 


с 
A(2-0)+B (y+3)=0. (2) 
Da acuerdo con el párrafo anterior la ecuación (2) у, por 
consiguiente, la ecuación (1) definen la recta que pasa por 
el punto (0; — 5) y es perpendicular al vector n=(4; B). 
La ecuación As + Ву + С = 0 se denomina ecuación 
general de la recta. 
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Soñalemos que en la ecuación Ar + By +C =0 el 
coeficiente A, cuando х es una variable, es la primera 
coordenada del vector normal de la recta y el coeficiente B, 
cuando y es una variable, es la segunda coordenada del 
vector normal de la recta. 

Problema 1. Señalar los vectores normales para las rec- 
tas definidas por las ecuaciones: 


3z—4y+5=0, y=22417, 2=5. 


A El vector normal de la primera recta es el vector 
п = (3; —4), de la segunda, el vector n=($; —1) , de la 
tercera, el vector n=(13 0). А 

Examinemos, cómo se sitúa la recta respocto al sistema 
de coordenadas өп función de los valores A, В, С de la 
ecuación general de la recta. 

1. Si en la ecuación general de la recta A = 0, la ecua- 


ción puedo escribirse on la forma By + C = 0 o y = — $. 


Fig. 87 


Esto significa que todos los puntos de la recta tienen la 
misma ordenada (—-2.) . Por consiguiente, Іа recta os para- 
lela al eje Oz (fig. 87). 


i А = 0 у С == 0, la ecuación toma la forma y = 0, 

es decir, es la ecuación del ejo Oz. 
Si en la ecuación (1) B = 0, la ecuación de la recta 
puedo escribirse en la forma Az +C=0 ó == —-6. 
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Esto quiore decir que todos los puntos de la recta tionon la 
misma abscisa (— —) . Por consiguiente, la recta es paralela 
al eje Oy (lig. 88). 

Si B = 0 y С = 0, la ecuación toma la forma = = 0, 
ез decir, es la ecuación del eje Oy. 


y У 
A |--0 
П х Д х 
СИП a. 
Fig. 88 


3. Si С = 0, la ecuación (1) toma la forma Ax + By = 0. 
Las coordenadas del punto O (0; 0) satisfacen esta ecuación 
y, por consiguiente, la recta 2 definida por esta ecuación 
pasa por ol origen do coordonadas (fig. 89). 


Fig. 89 Fig. 90 


‚ 4. Si А #0, B0 y C#0, la recta no es paralela 
ni al eje Oz, ni al eje Oy y no pasa por el origen de coorde- 
nadas (fig. 90). En este caso la ecuación (1) so reduce al 
tipo de ecuación sogmentaria: 7 +— y = 1, y, por 


consiguiente, la recta definida por la ecuación (1) pasa por 
los puntos (—-F; 0) y (0; —$)- 
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Problema 2. ¿Cómo están situadas las rectas: а) х — у = 
0; b) 2+y=0; с) 12=0; 4) 5y + 20 = 0; 
е) З= + ду = 0? Constrúyanse estas reclas. 
> a) Puesto quo la ecuación de la recta no contiene un 
término independionte, la recta pasa por el origen de coor- 


Pig. 91 Fig. 92 


denadas. Como para cualquier punto de la recta la abscisa 
es igual a la ordenada, la rocta es la bisectriz del primero 
y tercero ángulos do coordenadas (fig. 91). 

b) La ecuación de la recta no contiene un término inde- 
pondiente, por consiguiente, la recta pasa por el origen de 


Fig. 93 Figs 94 


coordenadas. Puesto que para cada punto la abscisa y orde- 
nada son iguales en valor absoluto, pero tienen los signos 
contrarios, esta recta es la bisectriz del segundo y cuarto 
ángulos de coordenadas (fig. 92). 
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с) Realizadas las simplificaciones la ecuación de osta 
recta será la ecuación z = 4. La recta es paralela al eje de 
las ordenadas y pasa por 
el punto (4; 0) (fig. 93). 

d) La ecuación de esta 
recta puede escribirse on la 
forma у = —4. La recta 
es paralela al eje de las 
abscisas y pasa por el pun- 
to (0; —4) (fig. 94). 

e) Puesto que en la 
ecuación está ausente el 
término independiente. la 
recta pasa por el origen 
de coordenadas. Para cons- 
truir tal recta, es necesa- Eg: do 
rio hallar las coordenadas 
de cualquier otro punto más. Por ejemplo, sea que = = 4, 
entonces de la ecuación se deduce que para esto punto 
y = —3. Tracemos la recta a través del origen de coordo- 
nadas O (0; 0) y por el punto (4; —3) (fig. 95). А 


$ 31. Ecuación de una recta con 
un coeficiente angular 


Sea que en un plano que contiene un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas la recta 1 pasa por el punto Mo 


Fig. 96 Fig. 97 


paralelamente al vector director a (fig. 96). Sí la recta 2 
corta el eje Ox (en el punto N), por ángulo entre la recta } 
y el eje Ох se entenderá el ángulo æ, en el que es necesario 


101 


girar ol eje Ox en torno al punto N on sentido antihorario, 
рага que el eje Ox coincida con la recta /. (Se tiene on cuenta 
un ángulo menor de 180°.) Este ángulo se denomina ángulo 
de inclinación de la recta. Si la recta Z es paralela al eje Oz, 
el ángulo do inclinación 
se toma igual а сего 
(fig. 97). 

La tangente del ángulo 
de inclinación de una rec- 
ta se denomina coeficiente 
angular y se designa ha- 
bitualmente con la letra К: 


MY) 
tga =k. 


Fig. 08 Si a =0, también k= 

= 0; esto significa que la 

recta os paralola al eje Oz y su coeficiente angular es igual 
а сего. 

Si а = 90°, entonces k = {т о по епо sentido: esto 
quiere decir que la recta os perpendicular al eje Ox (es docir, 
es paralela al eje Oy) y no tiene un coeficiente angular. 

El coeficiente angular de una recta puede ser calculado, 
si son conocidas las coordenadas de dos puntos cualesquiera 
de esta recta. Sean dados dos puntos do la recta: M; (а; 01) 
y My (23; Ya) y supongamos que, por ejemplo, 0 < a << 90° 
У 2> ту, Y: > Y, (fig. 98). Entonces del triángulo rec- 
tangular M,PM, hallemos k = =H 


Así pues, 


ГРЕГ (2) 


Análogamente se domuestra que la fórmula (2) os válida 
оп el саво de 90° < a < 180°. 

La fórmula (2) pierdo la validez, si z, — a, = 0, оз 
decir, si la recta 2 es paralola al eje Oy. Para tales rectas el 
coeficiento angular no existe. 

Problema 1. Determíneso el coeficiente angular de la 
recta que pasa por los puntos Mi (3; —5) y Ma (5; —7). 

A Sustituyendo las coordenadas de los puntos M, y M, 
en la fórmula (2), obtendremos 


Problema 2. Determínese el cocficionte angular de la 
recta que pasa por los puntos M, (3; 5) y М, (3; —2). 

A Puesto que zz — 2, = 0, la igualdad (2) pierde la 
validez. Para osta recta no existe un coeficiente angular. 
La recta M,M, es paralela al eje Oy. 4 

Problema 3. Determínese el coeficiente angular de la 
recta que pasa рог el origen de coordenadas y el punto 
М, (3; —5). 

2 En este caso el punto M,coincide con el origon de 
coordenadas. Aplicando la fórmula (2), obtendremos 


Escribamos la ecuación de la recta con el coeficiente 
angular Æ que pasa por el punto M, (ту; yı). Según la fór- 
mula (2) el coeficiento angular de una recta se halla por las 
coordenadas de sus dos puntos. En nuestro caso el punto М, 
está dado, y por segundo punto se puede tomar un punto 
cualquiera M (2; y) de la recta buscada. 

Si el punto M está situado en la recta que pasa por el 
punto M, y tiono el cocficionte angular К, en virtud de la 
tórmula (2) se tiene 


Y 


iek (5) 


Si el punto M no ostá situado en la recta, la ignaldad (3) 
no es válida. Por consiguiente, la igualdad (3) os la ecua- 
ción de la recta que pasa por el punto M, (21; yı) con ol 
cooficionte angular k; esta ecuación se escribe habitual- 
mente en la forma 


у— = k (z — z). (4 


Si la recta corta ol eje Oy еп cierto punto (0; b), la 
ecuación (4) toma la forma 


y—b=k(x—0) 
es decir, 
y=kr +b. (5) 


Esta ecuación se denomina ecuación de la recta con el coefi- 
ciente angular k y con la ordenada inicial b. 

Problema 4. Hállese el ángulo de inclinación de la 
rocta ИЗ + Зу — 7 = 0. 
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3 Keduzcamos la ecuación dada а la forma 

1 7 

= 1:1, 

y Ут +3 

Por consiguiente, k = що = ут, de aquí que а = 
= 150%. А 

Problema 5. Escribase la ecuación de la recta que pasa 
por el punto Р (3; —4) con un coeficiente angular k = 


+ 
а Al sustituir k=%, а =3, y, = —4 en la ocua- 
ción (4), obtendremos 


y—(—4)= (1—3) ó 2-5y-2=0.4 


Problema 6. Hágase la ecuación de la recta que pasa por 
el punto Q (—3; 4) y que forma el ángulo de 30° con la 
dirección positiva dol oje Oz. 

= 

A Si a = 30°, k = tg 30° = 12. Al sustituir los valo- 

res de жү, y, y k en la ecuación (4), obtendremos 


uE (43) 6 VEr—3y+1243/T=0. А 


$ 32. Cálculo del ángulo entre las rectas, 
definidas por ecuaciones generales. 
Condiciones de paralelismo y 
de perpendicularidad de dos rectas 


Soa que las rectas } y l están definidas por las ecuaciones 
generales 


Aw + Ву +C =0 y Ax + By + С, = 0. 


Dosignemos con p la magnitud del ángulo entre las 
rectas L y l, y соп тр, el Angulo entre los vectores normales 
m = (å; В) y n, = (As; В.) do estas госіаз. Si эр < 90° 
(fig. 99, а), q =p. Si y > 90° (fig. 99, b), entonces y = 
= 180° — р. Es fácil ver que en cualquior caso os válida 
la igualdad 


cos y = | созар 1. 


104 


De acuerdo con la fórmula (1) del 20 tenemos 


‚еч 
сов р == cos (л; п) = 


y, рог consiguiente, el coseno del ángulo q entre Jas roctas 
Һ y la puede ser calenlado según la fórmula 


CANON] 
соз = ACI (1) 


Al escribir el miembro derecho de la fórmula (1) por medio 
de las coordenadas obtendremos 


сое = e T 
AEDE +y AF 
Problema 1. Calcúlese ol ángulo entre las roctas 


—3z — 4у +25 = 0 у 45 4 Зу — 25 = 0. 


(2) 


A Según 1а fórmula (2) obtendremos 
[34431 24 
узра ури 25, 


de donde según la tabla de Jos cosenos hallamos y ле 16°. д 


cosp= 


Pig. 99 


Las rectas соп los vectores normales т, y my: 
a) son paralelas cuando, y sólo cuando los vectores т, 
y п son colineales; 
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b) son perpendiculares cuando, y sólo cuando los vectores 
пу y n son perpendiculares, o sea, cuando n-ne = 0. 

Do aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien- 
tes de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas defi- 
nidas por las ecuaciones generales. 

Para quo las rectas 


Aw + Ву + С,=0 y Ag+By+C¿=0 


scan: 
a) paralelas, es necesario y suficiente que 
A no 
A: B, 4, B, д 


b) perpendiculares, es necesario y suficiente que 
AA: + B,B, = 0. 
Problema 2. Entre los siguientes pares do rectas: 


6—15y+7=0 y 102 +4=— 1=0 
5z— Ту—4=0 у 3+2%—13=0 
z— Y+1=0 y 22—4у + 1=0 


indíquonso las paralelas o las perpendiculares. 

å Para ol primer par de rectas 4,4, + B,B, = 6-10 + 
+ (45) :4 = 0, es Песіс, es válida la condición do perpendi- 
cularidad. Las rectas son perpendiculares. 

Para el segundo par de rectas 


ав |5 7, 
а, Balls 210 У 
ДАВВ, = 5.34 (—7) 240. 


Рог consiguiento, las roctas del segundo par по son ni рага- 
lelas ni perpendicularos. 
Para el tercer par do rectas 


|, —2 


А, В, 
de 


A, В, 


es decir, las rectas son paralelas. A 
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Si las rectas 


Ала + Ву + С,=0 y Аз + Ву + С. = 0 (3) 


tienen un punto común, sus coordenadas satisfacen cual- 
quiera de las ocuaciones (3). Por lo tanto, para hallar los 
puntos comunes de las roctas dadas es necesario resolvor 
el sistema 


Аа +By+B,=0, Р 
Aja + Bay + С, 0. 15) 


Si las roctas (3) no son paralelas, es decir, si (je 0, 
WA 


ollas se cortan. Las coordenadas del punto do intorsec: 
se hallan del sistema (4) que en este caso tiene una solución 
única. 
a ce a [418 
Si las roctas №) son paralelas, os decir, si aA | =0, 
2 
ellas o bien coinciden y, entonces, ol sistema (4) tione un 
conjunto infinito de soluciones (las coordenadas de cada 
Punto do la recta son la solución del sistema) o bien no 
coinciden y, entonces, el sistema (4) no tiene solucionos. 


$ 33. Cálculo del ángulo entre las rectas 
definidas por las ecuaciones con 
coeficientes angulares 


Sea quo las rectas l, у l, están dadas por Jas ecuaciones 
con coeficientes angulares Ку y kg: 


у= = фы e y= kg + ba 


Por vectores normales de ostas rectas se puedo tomar т, = 
= (А; —1) y ny = (ko; —1). La fórmula (2) del $32 on 
esle caso tione la forma 


НИТЕ 
совр УР HAT 9 


Po medio de esta fórmula se puede hallar el ángulo «p 
entre las reclas con coeficientes angulares Ку y Ку. 


Si kı = ks, cos p = 1 y q = 0, es decir, las rectas son 
paralelas. 
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Si kika +1 = 0, cosp=0 y y=%, es decir, las 
rectas son porpendiculares. 

Por consiguiente, las condiciones necesarias y suficiontes 
de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas definidas 
por las ecuaciones con coeficientes angulares se enuncian 
de la manera siguiente: 

para que las rectas y = Кух + b, e y = her + bẹ sean 

a) paralelas, es necesario y suficiente quo Ку = ks; 

b) perpendiculares, es necesario y suficiente que ЕК; = 


Deduzcamos una fórmula más (más simple) para el ángu- 
lo entre las rectas definidas por las ecuaciones con cocfi- 
cientes angulares. 

Puesto que 0 < p < 90°, sen p >0 y 


sen p= Y T= соз? p. 


Al sustituir la expresión para cos ф do Ja fórmula (1), ob- 
tendremos 


ттин 7с ай ПГ 
вте V 1 — RT УЙ ичте еу ` 


De aquí y de la fórmula (1) se deduce que para la tangonte 
del ángulo entre las rectas con coeficientes angulares k, у ka 
queda válida la fórmula 
= ka 
a ERFT (2) 
Si el denominador en la fórmula (2) se anula, es decir, 
si kik, + 1 = 0, entonces, como se ha indicado anterior- 
mente, las rectas son perpendiculares y p = 90°. 
Problema 1. Hállose el ángulo entre Jas rectas y = 


=—4 +2 e y=} +5. 


2 Según la fórmula (2), considerando que k, = —+. 


ka == р. hallamos 
Bra атт ае 
— A 
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El ángulo entre las rectas es igual a 45. А 
Problema 2. Calcúlese el ángulo entre las rectas 


y =—+toy=80 +7. 
A Considerando que on la fórmula (2) kı = — +, ka =8, 
obtenemos 
7 3 5 
tp =|-— j= 2 -8,25. 
zdat 
Según la tabla de las tangentes hallamos p = 83°. А 
Problema 3. Demuéstreso que las reclas y = —F— 3 


e y = 3z — 1 son perpendiculares. 
A Comprobemos si se cumple la condición de perpendi- 
cularidad de las rectas: 


kla=(—$):3=—1. 


Por consiguiente, las roctas son perpendiculares. А 


$ 34 *. Cálculo del ángulo entre las rectas 
definidas por las ecuaciones canónicas 


Examinemos el problema de cálculo del ángulo entre 
las rectas 1, y 1, definidas on un cierto sistema cartesiano 
rectangular de coordonadas por las ecuaciones 
= 
Б? 
Designemos con q la magnitud del ángulo entre las rectas Z, 
y la, y conp, la magnitud del ángulo entre Jos vectores 
directores а = (a; as) y b = (b,; b,) de estas rectas. Es 
fácil ver que si y < 90° (fig. 100, a), p = p, y si p > 90° 
(fig. 100, b), ф = 180° — p. Por lo tanto, siempre tiene 
lugar la igualdad 


=P 1 O a 
а в bi 


cos ф = | совр |- 
Según la fórmula (1) del $ 20 obtenemos 


ZN b 
cos 1 = соз (a; 5) = татты 
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y, por consiguionto, 


cos „ӨРҮ... s+) 
P=TarTbT 
о а 
созф= bra ч) 


Vata yato 
Problema 1. Calcúlese el ángulo entre las rectas 


ен Е а 
1 5 


y construyamos ostas rectas. 
A Según la fórmula ©! hallamos 


Fig. 100 


Construir una recta es más fácil por dos puntos. De lao 
ecuaciones”seTve que la primera recta pasa por el punta 
(4; —3) y la segunda, рог el punto (0; —1). La primera 


recta corta el eje Oz en el punto ($; 0) y la segunda, en el 


punto —+; 0) . Las rectas dadas están representadas en 


la figura 101. А 
Las rectas con los vectores directores a y b: 
a) son paralelas, cuando los vectores a y b son colineales; 
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b) son perpendiculares, cuando los vectores а у b son 
perpendiculares, es decir, cuando a-b = 0. 

De aquí obtenemos las condiciones necesarias y sufi- 
cientes de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas 
definidas por las ecuacio- 
nes canónicas. 

Para que las rectas 


Ea ERN Y 
а a 
2—13 0—02 
шз я х 


веап 
a) paralelas, es necosa- 
rio y suficiente que 


а а; 
bb, 

b) porpendiculares, es 
necesario y suficiente que 

аЬ + a'b = 0. 

Problema 2. Entre los siguientes pares do rectas indiquen- 
se los pares de rectas paralelas o perpendiculares: 

zi _ у+2 
T 279 


SL La 
b b 


Fig. 101 


2 Para el primer par de rectas E = 72, ya que + = 
Л 2 
Por consiguiente, las rectas son paralelas. 
Para ol segundo par de rectas la condición de т =$ 
y т 
по se cumple y, por lo tanto, las rectas no son paralelas. 
Comprobemos si se cumple la condición de perpendicula- 
ridad de las rectas: a-b, + ag-b¿ = 3-(—9) + 6-1 = 0. 
Por consiguiente, las rectas son perpendiculares. А 


$ 35 ”. Ecuación normalizada de una recta 


Soa que l es una recta arbitraria (fig. 102). Designemos 
con p la distancia entre el origen de coordenadas y la rec- 
ta 1, y con Ф, el ángulo entre el eje Ox y el vector normal 
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Calcularemos el ángulo del eje Oz en sentido antihorario. 
ente que la posición de la recta en el plano se define 
por completo por las magnitudes p y р. Expresemos por 
medio de р y q los coeficientes de la ecuación de la recta 4. 

Sea que Me es el punto de intersección de la recta 1 
con la recta quo es perpendicular a ésta, que pasa por el 
origen de coordenadas, ro es el vector unitario normal de la 


Fig. 102 


recta L, es decir, | my 1. Las coordenadas del punto Mo 
у del vector no se expresan por medio de las magnitudes 
dadas p y ф del modo siguiente: 


Mo (p cos q; psen ф), no (cos Фф; sen q). 


En el $29 fue deducida la ecuación de la recta quo pasa 
por el punto (ту; у) соп el vector normal (А; B): 


A (к — zo) + В (у + yo) = 0. 


Sustituyendo en esta ecuación las coordenadas del punto 
М, y del vector no, obtendremos 


cos p (= — p cos q) + sen q (y — p sen ф) = 
ó 
ж cos p + y sen q — р (cos? ф + sen? q) = 
Como resultado obtenemos la ecuación 
æ cos p + y sen q — p = 0, 


que se denomina ecuación normalizada de una recta. 
En wna ecuación normalizada todos los coeficientes tie- 
nen sentido geométrico: los coeficientes con las variables 
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т е y son coordenadas del vector unitario normal de una 
rocta; el término independiente (—p) es igual a la distancia 
entre ol origen de coordonadas y la recta tomada con el 
signo «menos». Señalemos una vez más, quo en una ecuación 
normalizada de una recta el término independiente es 
menor о igual a cero. 

Examinemos por ejemplo, la ecuación z — у +5YZ = 
= 0. No es una ecuación normalizada: el vector (1; —1) 


по es un vector unitario, ya que | п | = V Z 1; el término 
indopendiente de la ecuación es positivo. Multipliquemos 
ambos miembros de la ecuación por (—-—=) . Entonces, la 


ecuación de la recta tomará la forma 


y se hará normalizada, ya que ahora el voctor ( — YE :5) 


es, ciertamente, unitario, y el término Е илде de la 
ecuación es negativo. El vector normal de la recta en cuestión 
4 


forma con el eje Oz tal ángulo ф que cos ф = — 


= ур. © Sen,  — 135°, La recta pasa а la distancia de 


cinco unidades de longitud del origen de coordenadas. 
La ecuación goneral de una recta 
Аг + Ву + С = 
siempre se puede reducir a una forma normalizada (norma- 
lizan Si C <0, multiplicando por el factor normalizador 
ambos miembros de la ceuación, obtendremos la 


A в с 


vage Тулы Yt TATIR 


Д в 
ПА ' VET 

como so comprueba fácilmente, es un vector unitario, y el 
término independiente de la еспасібп es menor o igual а cero. 


que ез normalizada, ya que el vector ( 
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Ll caso de C > 0 se reduce al anterior multiplicando por 
—1 ambos términos de la ecuación. Por lo tanto, sí C>0, 


por factor normalizadorsedebe tomarel número — — 


Problema. Calcúlese la distancia entre el origen de coor- 
denadas y la recta бх — 8y + 25 = 0. 
A Puesto que C = 25 > 0, al multiplicar ambos miem- 
bros de la ecuación por el ѓасіог normalizador — мазе +» 
(ЖЕЗ: 
== Й di ‚ 
Ути 10, obtendremos la ecuación normali- 
zada de la recta dada 
—0,62 + 0,8у — 2,5 = 0. 


Toniendo en cuenta el sentido geométrico del término 
indopendiente de la ecuación normalizada de una recta, 
Megamos a la conclusión de que la distancia buscada es 
igual a 2,5. А 


$ 36. Distancia de un punto a una recta 


Sea que so dan el punto M, (z1; ys) y la recta Z definida 
por su ecuación normalizada 


z cos p +yseng—p=0. 


Mixy) 


Fig. 403 


Hallomos la distanciz d del punto M, а la recta }, ов 
Ја longitud del segmento M,K, donde X es la proyee- 
del punto 24, sobre la recta 1 (fig. 103). 
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Supongamos que, como еп el párrafo 35, M, (р cos q: 
p son q) es el punto de intersección de la recta, 1 con la 
recta perpendicular a ella, que pasa por el origon de coordo- 
nadas; R = (eos q; sen q) es ol vector normal unitario 
de la recta 7. 

La distancia 


scada d es igual al módulo de la proyec- 
ге 


ción del vector MoM, sobro la dirección dol vector KM, о, 


puesto que KM, у na son colineales, sobre la dirección del 
vector л. Азї pues, 


—> 
а= | Pray MoA, | 


Exprosemos la proyección del vector MoM, sobre la 
dirección dol vector za por medio del producto escalar do 
estos vectores. Conforme ala fórmula (3) del $17 obtendremos 


к. ы 
d= Гръм, | = (MoM -no |- 


5 
Puesto que MoM, = (т, — p cos q; yı — р SON p) y m= 
= (соз (р; sen q), entonces 
| (2 — p cos y) cos p 4 (Ya — p sen q) sen q | = 
= |z, созар + y, sen q — р (cos? q + sen? q)] y еп ича 
mente 


d = | z, cos q + y, son p— p |- (1) 


Así pues, la distancia де un punto a una recta es igual 
al módulo del nimero que se obtiene como resultado de la sus- 
titución en el primer miembro de la ecuación normalizada de 
una recta de las coordenadas del punto dado. 

Problema 1. Determíneso la distancia del punto M (3; 2) 
a la recta 4х — 3y + 14 = 

A Normalizamos la ecuación de la recta. En el caso 

1 


dado el factor normalizador es ol número — 


= — р. Por lo tanto, la ecuación —$ £ ++ 


Sara 1а écuaeión ¡normolitada: de, la: Feota dada: -Sagan la 
fórmula (1) hallamos la distancia 


al 5.842.214 AS л. А 
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Problema 2. Hálleso la distancia ontro las rectas parale- 
las Me — 10y +39=00 y =fr 20 

A Para determinar la distancia entre dos rectas parale- 
las es suficiente elegir en una de ellas un punto cualquiera 
y hallar luego la distancia de este punto a otra recta. 

El punto M (0; 3,9) está situado en la primera recta, 
ya que 24:0— 10.39 + 39 = 0. Para lo segunda recta 


= 0 el factor normalizador es igual а 


1 


5 
ИҢ чс» o 


por lo tanto, su ecuación normalizada sorá como siguo: 
12 5 
a Т шын 


La distancia buscada d la hallamos según la fórmula (1): 


5..3 


Problemas para el capítulo |! 


2.1. Determínese si el punto (—4; 2) pertenece al gráfico de 
lus ecnaciones: 
‚у б вози — Sry — 8 = O; 

a d) 3z? — r + y = 6. 
i; 2, Со siróyanse | ep Буе e 
2y TÀ; D 2r Зу +2 = 


mes: 


e 
{сылу 1 
2.3. ¿Es el punto (—3; 4) el punto de intersección de los gráficos 

de las йай. 

a) 
ЖР д dy y 3r -+ 
2.4. Escríbanso Ля ecuaciones 
pasa por el punto dado Му, paralelam 
М, (4; 2), a М 
а 


ramétricos de la recta que 
al vector a, 


Ea 
Ыыы A 
—2t, 
э эш; 


2.6. Constrúyase la recta que рива por el punto А (0; 3), parale- 
lamente al vector а = (2; 4). 
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2.7. Escríbuse la ccuación canónica de la recta que pasa por el 
punto Mo. paralelamente al vector a, si: 


а) Mo (3; —4), а=(1; —4); b) Mo (4; 0), а= (0; 3); 
<) me 1, 5) y a=(—3 —2h d) Mo (0; —3) а=(—4; 0). 


2.8. Constrúyase la recta que pasa por el punto Æ (4; —3), para- 
lclumente al vector i. 

2.0. Escribase la ecuación canónica de la recta que es paralelu al 
eje Oy y pasa por el punto Ma (2; —4). 2 

2.10. Una recta сеа дайа por la ecuación 22 = 7, 


Indíquese un punto cualquiera de la recta y su vector director. 
Til. Escribase Ja ecuación canónica de la recta que pasa por cl 
punto de intersceción de las rectas 22 + y — 3 = 0 y 5z — 3y — 
= 0 y es paralela al vector j. 

2.12. Escribanse las ecuaciones paramétricas de la recta que pasu 
por el punto de intersección de las rectas 2л + y = З y 3z — 2y = 4 
y es paralela al vector а = (—7; 14). 
ani; Escribase la ccuación de la recta que pasa por dos puntos 

ados, si: 


a) Mi(—4; 6), Ma(—2 —3); b) М, (—3; 2), М, (4; 3); 
y 4 N > Е 3 
om (3: +), № ($: оз); d) O (0; 9), MiS; —2). 


2.14. Para la recta y= —+ + 0 escríbase su ecuación seg- 


mentaria. 
2.15. Escríbase para la recta Зх — 7y = 5 su ecuación segmen- 


tari 


a, 
2.16. Hállense los puntos de intersección de la recta con los ejes 
de coordenadas y constrúyaso esta recta: 
a) З= — 2y — 12 = 0; b) 8z — 3y + 12 = 0. 


2.20. Una recta corta en los ejes do coordenadas en el primer 
cuadrante segmentos congruentes. Escríbase la ecuación de la recta, 
si el área del triángulo limitado por la recta y los ejes de coordenadas 
es igual a 18. 

2.21. Escribase la ccuavión de una recta que pasa por el punto 
В (0: 8), si el área del triángulo limitado por la recta y los ejes de 
coordenadas es igual a 16. 

2.22. Determínese el área del triángulo limitado por la recta 
5z + 8y — 40 = 0 y los ejes de coordenadas. 

2.23, Se da el triángulo con los vértices са los puntos M (0; —2), 
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N (0; 2) y P (2; 4). Escríbanse las ecuaciones del lado MP, de la 
mediana NE y de la altura ND. 

2.24. Se da el triángulo con los vértices en los puntos A (—5; —5), 
B (1; Т) y C (5; —1). Escríbanse las ecuaciones de los lados y media: 
nas de este triángulo. Hállense las coordenadas del centro de gravedad 
de este triángulo. 

2.25. ¿Cuál de las rectas 22 — 3y + 4 = 0 y z — y = 0 corta 
en el eje de ordenadas el mayor segmento? 

2.26. Un punto se mueve del origen de coordenadas con uua velo- 
cidad de v= 32 4 27. Hálleso la trayectoria del movimiento del 
unto. 
В 2.27. Сопзігйуаѕе la recta que pasa por el punto С (3; —2) 
y es perpendicular al vector n = (1; 4). 

2.28, Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el punto 
D (2; —3) perpendicularmente al vector п = (4; 

20. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el punto 

A (8; —2), perpendicularmente al vector m = (3; —2. 

2.30, Constrúyase la reeta que pasa por el origen de coordenadas 
y es perpendicular al vector п = (3; 4). 

ł «34, La recta está definida por Ја ecuación —3 (z -+ 5) + 
+ 5700 — 6 = 0. Imdlíqueso un punto cualquiera de la recta y su 
vector normal. 

2.82. Destacar entre las rectas А (2 — 2) 4- В (у 43) = 0 
aquella recta, que es perpendicular al vector п = (4; 1). 

2.33. Constrúyaso la recta que pasa por el punto С (0; З) perpen- 
dicularmente al vector j. 

2.34. Escríbase la ecuación do la recta que pasa por el punto 
N (3;'4) y es perpendicular al vector j. 

2.85, Escríbuse la ecuación de la recta que pasa por el punto F 
y es perpendicular al vector л == (2; cl punto Р es simótrico al 
punto К (8; —4) respecto al eje O. 

2.36. Eseribase la ccuación de la recta que 
medio del segmento AB y сз perpendicular a él, в! А { —2). В (5; —4). 

2.37. A través de los puntos do intersección de la rectu 52 — 2y — 
— 10 = 0 con los ejes de coordenadas están trazadas las perpendicu- 
lares u esta recta. Escríbanse sus ecuaciones. 

2.38. En el triángulo con los vértices en los puntos M4, (—4; —3), 
41 y Ma (2; 1) está trazada la mediana M¿D. Escríbaso la 
ecuación de la recta que pasa por el punto А. y es perpendicular а la 
mediana M, 

2.39. Escríbanse las ecuaciones de las perpendiculares bajadas 


de los vértices del triángulo ABC, donde A (fs 3), В (21; O) 
c(i; -4) га sus lados y convénzanse de que ellos se intersecan en 
ilo punto. 


2.40. Escríbase la ecuación general de cada una de las rectas 
dadas y señálense las coordenadas del vector normal: 


34-22, 2—1 У+2 
{с b) ==; 


о у+=» а резон (0—2) о. 


рог el puto 
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2.41. La recta está definida por la ecuación 22 — Зу — б = 0. 
Escribanse: a) la ecuación segmentaria de esta recta; b) la ecuación 
canónica de csta recta; с) la ecuación paramétrica de esta recta. 

2.42. Constrúyonso las rectas; 

a) 3z — y + 5 = 0; b) z — 3y — 4 = 0; o) z +y +1 = 0. 

2.43. Hállese el punto de intersección de los siguientes pares de 
rectas: 

0; 


dd —у—5=0, $24 
b) åz — 3y — 7 = 0, 0. 
с) 2z + 5y — 29 = Ô, СТЫ Ò; 
d) 3e + 2y — 13 0, 5z 8y —9.=0 
e) пу — 17 = 0, 3z — ду + 5 = 0. 
2.44. 50 dan las ecuaciones de los lados del triángulo: z — y + 


= 0, 4z + 2y — 19 = 0, 5z + бу + 9 = 0. Hállense las i 
nadas de sus vértices. 


2.45. Se dan las ecuaciones de dos lados dol paralelogramo 
8z +3y+1i=0, 2х+у—1=0 
y Ја ecuación de una de sus diagonales 
3: + 2у +3 = 0. 
Méllouso las coordenadas de los vértices de este paralelogramo, 
2.46. Se dan las ecuaciones de dos lados del Даш, 

ж —4у-Е1 = 0, 2+y-5=0 la ecuación una de 
diagonales 7 — y — 1 = 0. Hállenso las coordenadas de los vértices 
de este_paralelogramo. 

2.47. Сб están situadas las rectas: у — х= 0; 2r + y = 0; 
ár — 12 = 0; 6 y + 24 = 0; 22 — Зу = 0; z= —4,5; y = 8? Cons- 
trúyanse estas к. 

Бу Escríbanse las ссцасіопоз de las rectas gue pasan рог el 


punto N (4; —3) y son paralelas a los ejes de coordenadas. 
2.49. Eiscríbanse las ecuaciones de las rectas que pasan por cl 
punto Р y son perpendiculares а los ejes do coordenadas. 


2.50. Escribaso la ecuación do la recta que pasa por èl punto 

—2) y el origen de coordenadas. 
1. Caleúleso el coeficiente angular do la recta que pasa por 
los puntos A (3; 5) y В (—2; 4). 

2.52. ¿Qué ángulo forma la recta 19 pasa рог los puntos А (2; 0) 
) con dirección positiva del oje de las abscisas? 
2.58. Mállea. el coeficiente angular, de la recta que paso por а 
D 1) y el origen de coordenadas. 

mitos lá tangente de la inclinación de una recta que 

el punto C (—2; 4/2) y el origen de coordenadas. 
5. Escríbanse las ecuaciones de dos rectas cualesquiera, pero 
tales, que la primera de ellas forme con la dirceción positiva del eje 
de las abscisas un ángulo, dos veces mayor que la segunda- 

2.56. Hállese ra ámgulo de inclinación de las rectas siguientes: 
a) З= + 31 
с) у+10 


2.57. So da la ccvación de la recta F -+$ =t. Se requiero 


hallar la magnitud del ángulo entre osta recta y la dirección positiva 
del eje de 
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2.58, Hállese el coeficiente angular de la recta 3z — 7y + 2 = 0 
y constrůyala. 
2.59. Hállese la tangente do la inclinación do la recta 3x — 4y + 


e = 0 y determínese qué segmento corta ésta en el eje de orde- 
nadas. 


2.60. Determínese cuál de las rectas 27 — 3y + 4 = Oyz — y = 
= 0 forma el mayor ángulo con la dirección positiva del eje de orde- 
nadas. 

2.61. La recta está dada г las ecuaciones paramólricas y == 


t, y = 2 — Gt. Escríbase la ecuación de esta recta con el 
coeficiente angular. 


2.62. Calcúlese el ángulo entre las rectas: 


243 х 
а) r аў 
y 2 y 

y 

y 

y 


2.63. Señálense entre 105 siguientes pares de rectas los pares de 
rectas paralelas o perpendiculares: 


+1 2—3 
Жж Ж 


2—7 _ у+2. 


ө y 1 10 ' 


z—1 _ у+3 
g n=: 
РЕ: 1 
2.6%. ¿Para qué valor de b las rectas 222 = КА y Б}. 


= 2 son paralelas? 


2.65. ¿Para qué valor de а las rectas 32 —#—® y 


= 54 son perpendiculares? 
2.66. Calcúlese el ángulo entre las rectas: 
ari +9=0 y 2z—3y+1=0; 
һ)2т+-+у—5=0 у 3z—y+4=0; 
с) 2z — 3y +12=0 y 32—545 = 0; 
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d) 2z — 3y —7= 0 у z+ ; 

e) 3r + 2y —T=0 y 22—3у+9=0. 

2.67. Jndíquense los pares de rectas paralelas o perpendiculares 
entre los siguientes pares de rectas: © = 
а) 2z — 3y — у 4r 

У áz— 6y 
c) 3z 42y —5=0 y 4-65 

2.68. ¿Para qué valor de a las rectas 2z — áy + 9 = Ô y az — 
— 2y -+ 9 = 0 son paralelas? 

2.69. ¿Para qué valor de b las гесіаѕ 2z — 2y — 35 = 0 y г + 
+ by + 1 = 0 son perpendiculares? 

2.70. Examíneso la posición recíproca de los siguientes pares 
du rectas. Determínenso las coordenadas del punto de intersección, 
si las rectas se intersecan: 

ay zty—3=0 y dp 9= 

[5] z=4 у z4 у=0; 


Jat р з ЕИ 
z жу шту жү! 
е башга бата анаа олш 
а) у= — 22-5 У у= 324-4 


b) y= V5z+7 у у= – Viz-2 
СИЕТ ад 
9 и=- Proy у==+у: 


d) y= — 3-7 y y=z+44; 
2 Жый 
y= tá у э=ў=+ү. 


2.72. Soñálense los pares de rectas paralelas о perpendiculares 
entre Jos siguientes pares de rectas: 


еч 
шубат y rt 


7 242. 


2.73. ¿Para qué valor de a las rectas y = ax +30 y = 8: 4-2 
son paralelas? 
.74. ¿Para qué valor de а las rectas у = аг — 1 су = 5: 4-3 
son A 
«75. Se da la recta 3z — 4y + 5 = U. Determínese el coeficiente 
angular de la recta: 
а) paralela a la recta dada; 


h)_perpeudicular a la recta dada. 
2:78. Бе йа la recta 2z — Зу -++ 5 = 0. Escríbase la ccuación 


de la recta que pasa por el punto M (4; —5) y 
a) paralela a la recta dada; 
b) perpendicular a la recta dado. 
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2.77. A través del punto de intersección de las rectus z — y + 4= 


0 y áz + 2y — 19 = 0 está tre la recta paralela a la recta 

2s — 3y + б = 0. Hállese su ecuación. 

2.78. A través del punto de intersección de las rectas Ал + 2y — 

9 = 0 y 5z + бу + б = 0 езй trazada una recta perpendicular 
cta £ E y $ f = 0, Hállese su ecuación. 


2,79. Se da la recta 4+ 3 = 1. Se requiere es 


a la 


bir la ecuación 


de la recta que posa por el punto de intersección de esta recta con el 
eje de las abscisus y es perpendicular а la biscctriz del primer ángulo 
de coordenadas. 

2.80. Determínense cuáles de las siguientes ecuaciones de Jus 
rectas son normalizadas: 


b) hos 


d) y—3 


0) 2—15=0. 


2.81, Redúzcase en cada uno de los casos siguientes la ecuación 
general de una recta а la forma normalizada y hállese la distancia 
del origen de coordenadas а la recta da: 


а) 3x—4y— 25 = 


с) æ 50; 


12 
°) а 437 +18 


2.82. Su da la recta 4. Determínese la distancia 


hasta esta recta desde el origen de coordenadas. 
.83. Escríbunse las ecuaciones de las rectas que son perpendicu= 


a la recta 2: + y = 0, si la distancia del origen de coordenadas 
estas rectas es igual a 3. 


iad: 2.84. Mállose Ja distancia desde un punta dado hasta una recta 
dada: 


a) Mo (5: 9): 424 3y—8=46; 


b Ma (— E 


; o), 424-30 —17=0. 


2.85. Calcúlense las distancias entre las rectas paralelas: 
а) åz — Зу--25=0, 8=— 6y+25=0; 


b) 5z — 12y + 26 = 0, 5z — 12y — 13 = 0; 
c) Br — åy 0, бх — 80 +25 
К dan los vértices del triángulo: А 02; 1), В ( 


2.66. 2: 9) 
y С (—10; —43). Calcúlese la longitud de la perpendicular bajada del 
vértice B'a la mediana trazada del vértice С. 


122 


2.87. А través del punto de intersección de las rectas З= + 2y — 
—13 = 0, z + Зу — 9 — 0 está trazada una recta paralelamente a la 


recta 7 +E = 1. Escribase su ecuación. Múllese la distancia de esta 


Gi recta Ey Y = 
recta а la recta +5 = 1. 


2.88. Escríbanse las ecuaciones de las rectas que son paralelas 
a la recta 42 + 3y + 1 = 0 y distan de ella en 3 unidades. 

2.89. Escríbase Ja ecuación de la recta que es paralela а los rec- 
tas Ar + 2y = 5 y 6r + áy +4=0 y cuya distancia hasta estas 
rectas sea igual 

2.00. Fórmese Ju ecuación de la recta que pasa por el punto (1: 2) 
de manera, que la distancia hasta ésta desde los puntos (2; 3) y (4; —5) 
sea igual. 


Capítulo 1 


CURVAS DE SEGUNDO ORDEN 


$ 37. Circunferencia 


Se denomina circunferencia el conjunto de puntos del 
plano, equidistantes de un punto dado, llamado centro. 
Si ol punto C es el centro de la circunferencia, / es su 
radio y M es un punto arbitrario de la circunferencia, enton- 
ces según la definición de la circunferencia se tiene 
1СМ | = В. (1) 
La igualdad (1) es la ecuación de la circunferencia del 
radio R con el centro en el punto C. 
Sea que en el plano está dado un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas (fig. 104) y el punto C (a; b), 
que es el centro de la cir- 
У сипїегепсіа за radio А. 
Sea que M (2; y) es un 
Min) punto arbitrario de esta 
circunferencia. Puesto que 
ICM | = у (аўч (у 
555, la ecuación (1) pue- 
de escribirse así: 


| * Иа) +F =R 
o 

ой. (= — a} + (у — b} = R°. 

(2) 

Fig. 104 La ecuación (2) se deno- 

5 mina ecuación general de la 

circunferencia о ecuación de la circunferencia del radio 

con el centro en el punto (a; b). Por ejemplo, la 
ecuación 


(к — 19 + (y + 3) = 25 
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os la ecuación de la circunforencia del radio R = 5 con el 
centro en el punto (1; —3). 

Si el centro de una circunferencia coincide con el origen 
de coordenadas, la ecuación (2) toma la forma 


2% + = Н. (3) 

La еспасіба (3) se denomina ecuación canónica de la cir- 
eunferencia. 

Problema 1. Escríbase la ecnación de la circunferencia 


de radio R = 7 con el centro en ol origen de coordenadas. 

3 Sustituyendo directamente el valor del radio en la 
ocuación (3) obtendremos z? + y? =49. А 

Problema 2. Escríbase la ecuación do la circunferencia 
de radio R = 9 con el centro en el punto C (3; —6). 

2 Sustituyendo el valor de las coordenadas del punto С 
y el valor del radio en la fórmula (2), obtendremos (z — 3)?+ 
+ (у — (6)? = 81 ó (х= — 3) + (y +6 = 81. д 

Problema 3. Hállese el centro y el radio de la circunfo- 
rencia 


(к +3) + (y — 5} = 100. 


A Comparando la ecuación dada con la ecuación general 
de la circunferencia (2), vemos que a = —3, b = 5, R = 10. 
Por consiguiente, C (—3; 5), R =10. a 

Problema 4. Demuéstrese quo la ocuación 22 + y? + 
+ 4х — 2y — 4 = 0 os una ecuación de la circunferencia. 
Hállese su centro y radio. 


A Transformamos el primer miembro de la ecuación 
dada: 


44+ 4@+4—4+0#—2у+1—1—4—0 


(= + 2) + (0 — 1) 


Esta ccuación representa una ecuación de la cireunforen= 
cia con el centro en el punto (—2; 1); el radio de la circun= 
ferencia es igual а 3. А 

Problema 5. Escríbase la ecuación de la cireunforencia 
con el contro en el punto С (—1; —1) que es tangente a la 
recta АВ, ві A (2; —1); В (—1; 3). 

A Eseribamos la ecuación de la recta АВ: 


2 _ yA 
2 3+1 


ó 4r+3y—5=0. 
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Puesto que la circunferencia es tangente a la recta dada, 
el radio trazado al punto de tangoncia оз perpendicular 
а esta recta. Para determinar el radio es necesario hallar 
la distancia del punto C (—1; —1). que es el centro de la 
circunferencia, а la recta 4z + 3y — 5 = 0: 


Escribamos la ecuación de la circunferencia buscada 


(+04 (0 0) 4. 


Sca que en un sistema rectangular de coordenadas se da 
la cirenmferencia 2° + y? = А. Examinemos su punlo 


Fig. 105 


arbitrario M (2; y) (fig. 105). Sea quo el radio vector OM 
del punto M forma con la dirección positiva del eje Ox un 
ángulo igual a £, entonces, la abscisa y la ordenada del 
punto M varían en función de t(0<t< 2л). Expresando 
т е y medianto 2 hallamos 


R cost; y=Rsentí 0О<4< 2л. (4) 


Las ceuaciones (4) se denominan ecuaciones paramélricas 
de la circunferencia con el centro en el origen de coordenadas. 
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Problema 6. La circunferencia está dada por las ecuacio- 
поз ж = Y 3 cos t, y = 3 sen 2, 0 < t < 2n. Escríbaso la 
ecuación canónica de esta circunferenci. 

A De la condición se deduce que 22 З соз? 4, p? = 
= 3 son? t£. Sumando estas igualdades, obtenemos 


a? + y? = 3 (cos? £ 4- sen? £) 


ó 
2 +0 = 3. А 


$ 38, Elipse 


Se denomina elipse el conjunto de puntos de un plano 
para cada uno de los cuales la suma de las distancias a dos 


puntos dados del mismo plano es constante y mayor que la 
distancia entre estos puntos. 


Los puntos dados se denominan focos de la elipso y la 
distancia entre ollos, distancia focal. Al hombro lo Loca 


[Em] + [Fam] =2a 


ig. 106 ` Fig. 107 


tratar con la elipse en Las más diversas esforas de su actividad. 
El jardinero traza un partorro limitado por una elipse. 
El pintor traza un contorno elíptico para pintar las paredes 
o el techo de una sala. El matemático calcula la trayectoria 
elíptica del movimiento del satélite de la Tierra. Por fin, 
la propia Tierra, como se sabe, se mueve por la elipso, en uno 
de cuyos focos se encuentra el Sol. Mostromos cómo so puedo 
trazar un parterro elíptico partiendo de la definición de la 
elipse. Clavemos en el terreno dos estacas (fig. 106), atemos 
luego los cabos de una cuerda fina formando un anillo 
y pongamos el anillo de cuerda sobre ambas estacas. Manto- 
niendo tirante la cuerda por medio de la tercera estaca, 
tracemos con su ayuda una olipse. Variando la distancia 
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entre las estacas y la longitud de la cuerda, se pueden obte- 
ner elipses de diferentes tamaños y formas. 

Designemos los focos do la” elipse por las letras Ру y Fy. 
Sea que la distancia focal | РЁ» | = 2с. Si М es un punto 
arbitrario do la elipse (fig. 107), según la definición de la 
elipse la suma | F,M | + | Р.М | ез constanto. Al designar- 
la por 2a, obtendremos 


LEM | + | FM | = 2a. (1) 


Es do señalar, qne según la definición de la elipse 2а > 
> 2e, es decir, а > с. La igualdad (1) ез la ecuación de la 
elipse, 

Si el punto F, coincide con el punto Fs, la ocunción 
de la elipse toma la forma 


2|Р,М | = 2а, es decir, | F,M | = a. 


Esta ecuación es la ecuación de la circunferencia de radio а 
con el centro en el punto 
F, (F, = F,). Así pues, to- 
da circunferencia es un ca- 
so particular de la elipse. 

Escojamos el sistema de 
coordenadas de manera qué ` 
el eje de las abscisas pase 
рог los foco3 de una elip- 
se; el eje de ordenadas lo? 
trazamos por el punto mó- 
«lio del segmento P,F, рег-` 
pendicularmente а él. 
tonces, los focos serán los puntos F, (—с; 0) y Fa 
(fig.108). 

Sea que M (т; y) es un punto cualquiera de la elipse, 
entonces | FM | =} (Е с) + y [РМ | = \ 
=V GF Fy 

Sustituyendo los valores hallados |F,M | y | FM | 
en Ja ecuación (1), obtenemos 


Fig. 408 


V (z +e ++ V (ж—с)# y2=2a. (2) 

La ecuación (2) es la ocuación do la elipso en un sistema 

de coordonadas elegido. Esta ecuación puede reducirse 
a una forma más sencilla, Para ello traslademos primera- 
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mente el segundo sumando del primer miembro al segundo 
miembro de la ecuación: 


VEF P= 2а | GAP. (3) 


Luego elevamos ambos miembros de la igualdad obtenida 
al cuadrado: 


(2-1 c+ y? = 442 — да V EP у? (а— c)? 4 уз. 
Después de las simplificaciones obtendremos 
VE=P+P=a-La. (4) 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(4) tendremos 


(2— с)%4- y3 = ( а ғ) 


28—202 ct у®= аз 2er + E а, 
de donde 


=-е apye, (5) 


Según la definición de la elipse a >c, por lo tanto 
a? — c? es un número positivo. Designémoslo por b?, es 
decir, considoremos qne b? = a? — сё, Entonces, la cena- 
ción (5) tomará la forma 


b? b 
aT 22 4 у% = b, pa 
a 


Dividiendo ambos miembros de la última igualdad 
por b, obtendremos la ecuación \ 


ES 2 ` 
ар (6) 
na ecuación canónica de la elip3e. Si а = b, 
, en ol caso de e = 0, ecuación (6) tóma la forma 
ay y=a, 


os decir, оз la ecuación canónica de la circunferencia. 
Observación. La ecuación obtenida (6) es un corolario 
de la ecuación (2). Por lo tanto, las coordenadas z y y de 
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cada punto de la elipse, definida por la ecuación (2), satista- 
cen también la ecuación (6). Al deducir la ecuación (6) 
hemos elevado dos veces al cuadrado ambos miembros de la 
ecuación. Tal operación podría llevarnos a que la ecuación (6) 
sea satisfecha no sólo por las coordenadas z y y de los puntos 
do la elipsc, sino también por las coordenadas de ciertos 
puntos que no pertenecen а la elipse (como es sabido, al 
elevar al cuadrado pueden aparecer soluciones extrañas). 
Mostremos que en el caso dado no sucedió así. Puesto quo 


> 0, de la ecuación (6) so deduce que Z< 1, os decir, 


|2 1< а. Análogamente Певатоз a la conclusión de que 
Ly |< b. Así pues, Lodos los puntos M (2; y) cuyas coorde- 
nadas satisfacen la ecuación (6) se encuentran en el rectángu- 
lo |z | <а, 1у1< 5. Poro en ol rectángulo |z |< a, 
ly |S b no hay puntos, cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación (6) y no satisfacen la ecuación de la elipse (2), 
ya quo, al elevar al cuadrado, en ol conjunto de los puntos 
de osto rectángulo no se altera la equivalencia, debido al 
carácter no negativo de los ambos miembros de las ecuacio- 
nes (3) y (4). Los primeros miembros de las ecuaciones (3) 
y (4) son en todo lugar no negativos. Mostremos, que siempre 
que |=|<a y | у |< В los segundos miembros de estas 
ecuaciones también son no negativos. En efecto, 


үу (аст 
= уа 2ас + с* F bt = у 9а? y Lac < 
<V 843 2 9а? = 2а, 


атра ба=а-с>0. 


De esto modo, las ecuaciones (2) y (6) son equivalentes. 

Problema 1. Escribir la ecuación canónica de la elipso 
que pasa por el punto M (5: 0), si su distancia focal es igual 
a 


å Puesto quo | FF, | = б, с = 3. Escribamos 1а ccua- 
ción canónica de la elipse: 
EST 
tt 


Según la condición el punto M (5; 0) pertenece a la elip- 
se, por consiguiente, Es =1, de donde а? = 25. De la 
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igualdad a? — с? = b? obtenemos ò? = 25 —9 = 16. De 
este modo, la ecuación buscada de la elipse es la siguiente 


TS 


Problema 2. Demuéstrese que la ecuación 3622 + 100y* — 
— 3600 = 0 es una ecuación de la elipse. Hállenso las coor- 
denadas de los focos y la distancia focal. 

A Al dividir por 3600 ambos miembros de la ecuación, 
obténdremos 

z y 
ETE 

Esta ecuación es la ecuación de la elipse. 

De la igualdad a? — c? = 0? se deduce que с? = a? — 02. 
Puesto que a? = 100 у b? = 36, с? = 64, de donde с 
Los focos de la elipse se encontrarán en los puntos F, (—8; 0) 
y Р, (8; 0). La distancia focal |F,F¿|=186. А 


=1. 


$ 39. Investigación de la elipse por 
medio de su ecuación canónica 


Examinemos una elipse definida en un cierto sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas por medio de su 


ecuación canónica 
Е 
Hb 0) 


Señalemos las siguientes propiedades de la elipse. 

1) La elipse (1) interseca cada uno de los ejes de coordenadas 
en dos puntos. 

Para determinar las coordenadas de los puntos de inter- 
sección de la elipse (1) con el eje Ox, es necesario resolvor 
conjuntamente sus ecuaciones: 

z a 
ftii, 1-0 


El punto de intersección de la elipse con el eje Ox debe 
toner la ordenada у = 0 y pertenecer, al mismo tiempo, 
a la elipse. Sustituyendo y = 0 en la ecuación de la elipse, 
obtendremos т = +a. 

Así pues, los puntos de intersección de la elipse (1) 
con el eje Oz serán los puntos А (a; 0) у С (—a; 0). Análo- 
gamente, hallamos los puntos de intersección de la elipse 
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con el eje Oy: В (0; b) y D (0; —b) (fig. 109). Los puntos 
A, В, С y D se denominan vértices de la elipse. 

El segmento AC se denomina eje mayor de la elipse, el 
segmento BD, eje menor. Los focos F, y F, de la elipse 
se encuentran en el eje mayor. Es evidente, que la longitud 
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del eje mayor,os igual a 2а y del ejo menor, 2b. Los números 
a y bso denominan semiejes de la elipse. 

2) La elipse tiene dos ejes de simetría perpendiculares 
entre sí. 

Las variables т y y entran en la ecuación (1) sólo con la 
potencia al cuadrado. Por consiguiento, si las coordenadas 
del punto N (т; y) satisfacen la ecuación (1), las coordonadas 
de los puntos №, (—т; y) y Va (2; —y) también satisfarán 
osta ecuación. Es fácil ver que el punto N, es simétrico al 
punto N respecto al eje de ordenadas y el punto N, es 
simétrico al punto N respecto al eje de abscisas. 

Así pues, Ja elipse tiene dos ejes de simetría que son 
perpendiculares entre sí. Los ejes mayor y menor de la 
elipse están situados en sus ejes de simetría. Es de señalar, 
que еп el caso particular, cuando а = Б. es decir, cuando 
la elipse es una-cireunforencia. el eje de simetría será una 
recta cualquiera que pase por el centro de la circunferencia. 

3) La elipse tiene un centro de simetría. 

Si las coordenadas del punto N (т; y) satisfacen la ecua- 
ción (1), las coordonadas del punto К (—a: —y) también 
satisfacen la misma ecuación. Es evidente, que el punto К 
es simétrico al punto Л respecto al origen de coordenadas. 
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Así pues, la elipse tiene un centro de simetría. El contro 
do simetría de la elipse se denomina centro de la elipse, 

4) La elipse puede ser obtenida por medio de la compresión 
uniforme de una circunferencia. 

Examinemos la circunferencia de radio R = а con el 
centro on el origen de coordenadas (fig. 110). Sea que 
Р(Х; Y) es un punto ar- 
bitrario de esta circunfe- 
rencia. Entonces 

xo, ya 


ar а? 


(2) 


Comparemos el punto 
P(X; Y) situado en la 
circunforencia con el pun- 
to P, (z; y) tal que 


zax уу-у. Ө 


El punto P, se obtiene por 
medio de un desplazamien 
to del punto P, con el cual 
la abscisa no varía y la 


йә b 

ordenada disminuye en la razón =, Las coordenadas del 

punto P, satisfacen la ecuación de la elipse. En efoeto, 

2 

E r) 
ГЫ 


Fig. 110 


x ‚ yr 


Ar 


e. ye 
а 


а 


Por consiguiento, el punto P, está situado еп Ја elipso. 

De este modo, la elipse (1) puede ser obtenida a partir 
de la circunferencia (2) por medio de la compresión uniforme 
hacia el eje OX, con la cual las ordonadas de los puntos dis- 


minuyen en la misma razón, igual a 2. 
De aquí resulta, que la forma de la elipse depende del 
b 
valor de la razón =? cuanto menor sea esta razón, tanto más 


йи 2 > A me 
comprimida estará la elipse, y, vicevorsa, cuanto preyÚr sea 
esta razón, tanto menos comprimida y más redondenda 


b 


estará la elipse. Siempre que los valores de la razón £ 
sean próximos a la unidad, la elipse se diferenciará poco 
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A sn b 
de la circunferencia. Cuando la razón toma un valor 


máximo, es decir, cuando += 1, la elipse se transforma 
en circunferencia. 
Como característica de la forma de la elipse es más 
st K a p 
cómodo utilizar no la razón % , sino la razón = . La relación 
entre la distancia semifocal с у el semieje mayor а se deno- 
mina excentricidad de la elipse. La excentricidad se designa 


con la letra e. 
De esta forma, 


Puesto que 0 < с < a, la excentricidad de la elipse satisface 
las desigualdados 


0<е<1. 
Expresemos la excontricidad de la elipse por medio de 
la razón т de los semiejes de la olipse: 


do donde 


ey 6) 


De la fórmula obtenida se deduce, que a los valores 


menores de la razón 2 les corresponden los valores mayores 


de la oxcentricidad. Por Jo tanto, cuanto mayor сѕ Ja excen= 
tricidad, tanto'más comprimida está la elipse. Para valores 
pequeños de excentricidad la elipse se diferencia poco de la 
circunferencia. Si е = 0, la elipse se transforma өп una 
circunferencia. De este modo, la excentricidad de la circun- 
ferencia es igual a cero. 

Problema 1. Construir las elipses 


Calcular la excentricidad para cada elipse. 
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A Por las ecuaciones dadas hallamos los semiejes do las 
elipses: a, = 5, b, =4 y а, = 5, b, = 3. Señalamos en 
el dibujo (fig. 111) los vértices de la primera elipse: los 
puntos A, (5; 0), B, (0; 4), Cı (—5; 0), D, (0; —4). Dos 
vértices de la segunda elipse se encuentran en los puntos Az 
y Cı, los otros dos, en los puntos В, (0; 3) y Da (0; —3). 

Construyamos la circum- 
ferencia 22 + y? = 25. Los 
puntos de la primera elip- 
se los obtendremos despla- 
zando hacia el ejo OX los 
puntos de esta circunferen- 
cia, con lo cual las orde- 
nadas disminuyen en la 
razón = 4. Los pun- 
tos de la segunda elipse los 
obtendromos desplazando 
los puntos de la circunfe- 
rencia, con Jo cual las 
ordenadas disminuyen en 
la razón 22 = 5. Soñale- Fig. 111 

а 
mos, que es suficiente ob- 
tener los puntos de la elipse en uno de Jos cuadrantes del 
plano do coordenadas y, luego, utilizar la simetría de la 
elipse respecto a los ejes de coordenadas. En la figura 
111 la primera elipse está expresada por medio de la curva 
A,B,C,D, la segunda, por medio de la curva ABCD. 

Hallamos las excentricidades de las elipses рог la fór- 
mula (3): 


La excentricidad de Ja segunda elipse os mayor que la de la 
primera; osto quiere decir que la segunda elipse está más 
comprimida a su eje mayor. 
A 

Observación. La elipse т 
da, aplicando 1 
álgebra y los ї 


3 М 
и = 1 puede ser construi- 
dos que se estudian en el 
s. Para esto, es necesario 


rosolver la ecuación de la elipse respecto a la variable y 
y construir los gráficos de las funciones у = 2 Уа 29 


yy =—2VF—2. Naturalmente, es suficiente construir 
un gráfico de una de estas funciones y, Juego, utilizar la 
simetría de la elipse respecto al eje Oz. 

5) La elipse (1) puede ser definida por las ecuaciones 
paramétricas 


x=acost, y=bsnt, 01 2л. (4) 


En el punto anterior fue demostrado que si el punto 
P (X; Y) está situado en la circunferencia de radio R = a 
con el centro en el origen de coordenadas, entonces el punto 


P, (2; y), donde z = X, y == Y, ostá situado en la olipse 


(1) (véase la fig. 110). Las coordenadas de los puntos de la 
cirennferencia de radio R = a con el centro en ol origen de 
coordonadas se expresan por medio de la magnitud t del 
ángulo entre el radio vector del punto P y el eje Ox de la 
manera siguiente: 


X =acost, Y =asmt, 0<< 2л. 


Por consiguiente, las coordenadas т y y do los puntos de la 
elipse se expresan por medio del mismo parámetro £ por 
las ecuaciones (4). Realmente, 


== Х =a cost, 
у= У =--азеп!=Ьвп!, 0<1< 2л. 


Si а = b obtenemos las ecuaciones paramótricas de la eir- 
eunferencia. 
Problema 2. Se da la elipse 9x* + 16y? = 144. Escrí- 
banse sus ecuaciones paramétricas. 
| 2 Reduzcamos la ecuación de la elipse a la forma canó- 
nica? 
EN 
ЧЕ” Ж 
de donde a? = 16, b = 9, y, por consiguiente, а = 4, 
b=3. Según las fórmulas (4) obtenemos las ecuaciones 
paramétricas 


1, 


x=4cost, у= 3 ѕеп ё А 
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Problema 3. Se dan las ecuaciones paramétricas de la 
elipse 


д = 5 созі, у = З зеп і. 


scríbase su ecnación canónica. 
à En ol caso dado oblenomos а = 5, b = 3. Por vonsi- 
guiente, la ecuación canónica de la elipse será la ecuación 


$ 40. Hipérbola 


Se denomina hipérbola el conjunto de los puntos de un 
plano para cada uno de los cualos el módulo de Ja diferencia 
do las distancias a dos puntos 
fijos del plano es una cantidad 
constante y menor que la dis- 
tancia entro estos puntos. 

Los puntos fijos se deno- 
minan focos de la hipérbola y 
la distancia entre ellos, dis- 


M 


А Fa 


tancia focal. jem- |к„м{=2а 
Designemos los focos de 
la hipérbola con las letras F} Fig. 112 


y Fa. Sea que la distancia fo- 
cal | РЕ. | = 2с. 

Si М os un punto arbitrario de la hipórbola (fig. 112), 
entonces según la definición de la hipérbola el módulo de la 
diferencia || P,M | — | Р„М || es constante. Designándolo 
con 2a, obtendremos 


IFM | — 1 FAM I| = 2 @ 


Señalemos, que según la definición de la hipérbola 2а < 2с, 
es decir, а < с. 

La igualdad (1) es la ecuación de Ja hipérbola. 

Escojamos un sistema do coordenadas de manera, que el 
eje de las abscisas pase por los focos de Ја hipérbola; el 
eje de ordenadas lo trazamos por el punto medio del segne: 
to F,F, perpendicularmente a éste (fig. 113). Entonces se- 
rán focos de la hipérbola los puntos F, (—с; 0) y Py (с; 0). 
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Sva que M (т; y) es un punto cunlquiera de la hipérbola, 
entonces | РМ | VG +) Fy y |FM | = 
Ус = с)? Fy. 


Sustituyendo los valores | P,M | y | F¿M | en la ecua- 
ción (1) obtenemos 
WVE+FFP-V =P 40| — 2а. (2) 


La ecuación obtenida representa la ecuación de la hipér- 
bola en el sistoma de coordenadas escogido. Esta ecuación 
puede sor reducida а una forma más sencilla. 


Fig. 113 


Sea г > 0, entonces la ocuación (2) puede escribirso sin ө) 
signo del módulo de la manera siguiente: 


VU PFP (о) 2a 00 
VEF FA 204 Vio ya. (3) 
Blevemos al cuadrado ambos miembros de la igualdad obte- 
nida: 
(0409 +y = 442 40 Ve F у® a — с)2 4 y? 


Dospués de realizar las simplificaciones y transformaciones 
correspondientes: 


Исту = 62-а. (5 
+= (Era), 
#®— ero m2 4ай, 
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obtenemos la ecuación 
с2—а? 
ат 


ayta. 6) 


Según la definición de la hipérbola «<c, por lo tanto 
2 a? es un número positivo. Designómoslo con b, es 
decir, pongamos Ё e—a?) Entonces la ecuación (5) 
tomará la forma д 


be 
зй a 


Dividiendo por 5° término a término, obtendremos la есиа- 
ción 


(6) 


Si ж < 0, la ecuación (2) se reescribo sin el signo del 
módulo del modo siguiente: 


Vr, (9%) 


y exactamente lo mismo que en el caso x > 0, so transforma 
a la forma (6). 

La ecuación (6) se denomina ecuación canónica de la hi- 
pérbola. 

Obsorvación. La elevación al cuadrado jde ambos miem- 
bros de la ecuación (3) y (4) no alteró la equivalencia de las 
ecuaciones. Es evidente, que para todos los valores х= y y 
ambos miembros do Ja ecuación (3) son no negativos. El 
primer miembro de la ecuación (4) también es siempre no 
negativo. Si z >> а, el sogundo miembro de la ecuación (4) 
es positivo, ya que 


Li-a>a— —a>0. 


Así pues, los puntos extraños podrían aparecer solamente 
a condición de que 0 <z < а, porozde la ecuación (6) so 


deduce que > 1, es decir, |2 | > a. 

Problema 1. Escríbase la ecuación canónica de la hipér- 
bola que pasa porel punto M (—5; 
de la hipérbola es igual a 10. 
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si la distancia focal 


A Puesto que | Р, | = 10, с = 5. Escribamos la ecua- 
ción canónica de la hipérbola 


Según la condición el punto M (—5; È) perteneco a Ja hi 
pórbola, por consiguiente, 

љи 

ar — 1652 — 
La segunda ecuación para determinar а? y b? ofreco la rela- 
ción 

= д = 25—@. 
Rosolviendo el sistemo 


25 81 1 
rt 
b= 25 —а?. 
hallaremos a? = 16, 02 = 9, La ocuación buscada sorá la 
а тн 
ecuación ўр — y = 1. А 


Problema 2. Domuéstrese, que la ocuación 204% — 29у? = 
= 580 os una ecuación de la hipérbola. Hállonse las coorde- 
nadas de los focos. 

A Dividiendo рог 580 ambos miembros de la ecuación, 
obtendremos 


Esta es una ecuación de la hipérbola para la cual a? = 20, 
b* = 20. De la relación е? = aè + ¿ë hallamos с? = 29 + 
+ 20 = 49, e = 7. Por consiguiente, los focos de la hipór- 
bola están situados on los puntos F, (—7; 0) у Ё, (7; 0).4 


$ 41. Investigación de la hipérbola por medio 
de su ecuación canónica 


Examiuemos una hipérbola definida en un сіегіо sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas por medio de su ecua- 
ción canónica 


e (1) 
Señalewmos las siguientes propiedades de la hipérbola; 
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1) La hipérbola (1) no tiene puntos comunes con el eje Oy, 
y corta el eje Ox en dos puntos. 

Para determinar las coordenadas de los puntos de inter- 
sección de la hipérbola (1) con el eje Oy es necesario resolver 
conjuntamente sus ecuaciones 


r=0. 


Sustituyondo 2 = 0 en la ecuación de la hipérbola, obtendre- 
mos y? = —b*, lo que quiere decir que el sistema no tiene 
soluciones. Por consiguiente, la hipérbola no corta el eje de 
ordenadas. 

Para determinar las coordenadas de los puntos de inter- 
sección do la hipérbola (1) con el eje Ox es necesario resolver 
conjuntamente sus ecuaciones 

a a 
жон =! y=0 


El punto de intersección do la hipérbola con el eje Ox debe 
tener la ordenada y == 0 y pertenecer, al mismo tiempo, a la 
hipórbola. Sustituyendo у = 0 en la ecuación de Ја hipér- 
bola, oblendremos 


z= +a. 


Así pues, los puntos de interseccióù de la hipérbola (1) 
con el eje Ox serán los puntos А (a; 0) y В (—a; 0); éstos se 
denominan vértices de la hipérbola. 

El segmento АВ se denomina eje real do la hipérbola. La 
longitud del segmento AB es, evidentemente, igual a 2a. 
El número a se denomina semieje real de la hipérbola, el 
número b, semieje imaginario. 

2) La hipérbola tiene dos ejes de simetría perpendiculares 
entre sí. 

En la ecuación (1) las variables z y y figuran solamente 
a la segunda potencia. Por consiguiente, si las coordenadas 
del punto N (2; y) satisfacen la ecuación (1), las coordenadas 
de los puntos №, (—а; y) y Na (2; —y) también satisfarán 
la ymisma ecuación. 

Es fácil ver, que el punto №, es simétrico al punto № 
respecto al eje de ordenadas, y el punto №, os simétrico al 
punto N respecto al eje de abscisas. 

'= De este modo, la hipérbola tiene dos ejes de simetría que 
son perpendiculares entre sí. 
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3) La hipérbola tiene un centro de simetría, 

Si las coordenadas del punto N (2; y) satisfacen la ecua- 
ción (1), la misma ecuación tambićn la satisfacen las coorde- 
nadas del punto K (—x; —y). Es evidente, que el punto К 
es simétrico al punto N respecto al origen de coordenadas. 
Así puos, la hipérbola tiene un centro de simetría. El centro 
de simetría de la hipérbola se denomina centro de la hipér- 
bola. 

4) La hipérbola (1) se interseca con la recta y = kz en dos 


puntos зї | Е \< È. 81 | k| > 5, la hipérbola y la recta по 


tienen puntos comunes. 

Para determinar las coordonadas de los puntos de inter- 
sección de la hipérbola (1) y la recta y = kz, es necesario 
resolver el sistema de ecuaciones 


2 ey 
ka = @) 
у= к. 
Sustituyendo y, obtenemos 
Ead kia? 


ar Ta 


de donde 
(b? — la?) 22 = айл. 
Si b? — k'a? < 0, o sea, si |k | > 2, la ecuación oblo- 


nida y, por lo tanto, el sistema (2) no tiene soluciones. Por 
consiguiente, las rectas que pasan por el origen de coordena- 
das con un coeficiente angular, cuyo módulo es mayor o 


igual a, no intersecan la hipérbola (1). Las rectas con las 
ecuaciones y = бгу y = —Ž z se denominan asíntotas de 
la hipérbola (1). > 

Si bè — ka? > 0, es decir, si | Æ | <2, el sistema (2) 
tiene dos soluciones: 


(3) 


Por consiguiente, cada recta que alraviesa el origen de coor- 
denadas con un coeficiente angular, cuyo módulo es menos 
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z= 


de 18 interseca la hipérbola (1) оп dos puntos (fig. 114). Si 


k =[0, de la fórmula (3) obtenemos х = +a, y = 0, es 
decir, la recta y = 0 сома la hipérbola on sus vértices. 


Fig. 114 


Puesto que la hipérbola es simétrica respocto a los ejes 
de coordenadas, es suficiente estudiar su forma en el primer 
cuadrante del plano de coordenadas. De las fórmulas 


ab kab 
1 aa *>0 


resulta, que а] crecer k de cero hasta 2. (en esto caso, la recta 


y = kz gira en sentido antihorario), tanto las abscisas como 
las ordenadas de los puntos de intersección de la recta con 
la hipérbola crecen. La recta у = kx corta la hipérbola en 
Jos puntos cada vez más alejados del origen de coordenadas. 
Así pues, la hipérbola (1) tiene la forma ilustrada en la 
figura 144. Consta de dos partes no ligadas entre sí que se 


denominan sus ramas. У 
А 
Observación 1. La hipérbola => —- 25 = 1 puede ser 
р $ 


construida también, utilizando los métodos que se estudian 
en el álgebra y en Jos inicios del análisis. Con este propósito, 
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hace falta resolver la ecuación de la bipérbola respecto a la 
variable y y construir los gráficos de las funciones 


y р, y у: -ÈV FTE. 


Es suficiento construir el gráfico de una de estas funcio- 
nes y luego utilizar la sime- 
tría de la hipérbola respecto 
al eje Oz. 

Observación 2*, Se puede 
precisar la posición de los 
puntos de la hipérbola (1) 
respecto a sus asíntotas y = 
БЕА 

Hallemos la distancia de 
un,punto de la hipérbola, si- 
tuado en el primer cuadrante 
del plano de coordenadas, a la 
ls. Escribamos su ocuación en Ja forma ba — 


— ay = 0. El problema de determinación de la distancia de 
un punto auna recta se estudió en el 36. 

Sea que M (zoi yo) es un punto de la hipérbola (х0 > 0, 
Yo > 0). Es evidente, que el factor normalizante do la recta 
bx — ay = 0 es igual a 


Fig. 145 


recta y 


1 
у үй 


> 


=2 
= 


y la ecuación normalizada tiene la forma 


br—ay _ 
EL. o, 


Por consiguiente, para la distancia buscada MP (fig. 115) 
oblenomos la expresión 


| bêr — atui | 


| bzo— ay | 
р | = mmi і 
pane € © (bzu F aya 


Como M (Tai Yo) os un punto de la hipérbola (1), 5224 — 
— а?уф = ah? Por lo tanto 


азы 


сто ано) ` 
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De la fórmula obtenida se deduce, que si el punto M (ть; Yo) 
sofmueve por la hipérbola, de manera que su abscisa zp 
crece ilimitadamente, entonces su distancia hasta la recta 


y =Lz decrece ilimitadamente. Debido a la simetría, se 


puede hacer una deducción análoga también para los otros 
cuadrantes del plano. 
Tal como ya vimos (fig. 114), la rama dorecha de la hi- 


pérbola está situada por encima de la asíntota y = —Ż £ y 
por debajo de la asintota у = Hz. Por lo tanto, la razón 


+. de los semiejes de la hipérbola determina su forma. Cuanto 


menor es esta razón, tanto más comprimida está la hipér- 
bola hacia el ejo Ox. Como en el caso de la elipse, para carac- 
Lerizar la forma de la hipérbola es más cómodo utilizar no 


la razón, sino la razón 


La razón de la dista, semifocal c respecto al semieje 
real a se denomina excentricidad de la hipérbola. La excentri- 
cidad se designa con la letra e. De este modo, 


est 
а 


Puesto que para Іа hipérbola с > a, entonces la ехсепігісл- 
dad de la hipérbola satisface la desigualdad e > 1. 
Expresemos la excentricidad de la hipórbola por medio 
_ YFTE 
п 


è з А 
de la razón F de sus semiejes: e = — = es decir, 


a 
LEN 

eV 1+(7). @ 

La fórmula (4) muestra, que a menores valores de Іа га- 

zón Ž les corresponden menores valores de la excentricidad. 

Por consiguiente, cuanto menor es la excentricidad de la 


hipérbola, tanto más fuerte está comprimida ella al eje de 
las abscisas. 

Observación. La hipérbola se denomina eguilátera (isós- 
celes), si las longitudes de sus sémiejes son iguales entre sí. 
Puesto que рага la hipérbola equilátera a = b, su ecuación 
tiene la forma 


23 — у? = а. (5) 
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Son asíntotas de la hipérbola equilátera las rectas y — = 
у y = —z. Así pues, las asíntolas de la hipérbola equilátera 
son entre sí. 

Calculemos la excentricidad de la hipérbola equilátera. 
Según la fórmula (4) hallamos 


eV 1-42 


La hipérbola equilátera se estudia en la escuela. Su 
ecuación no tiene la forma (5), ya que la hipérbola se anali- 
za En otro sistoma de coordenadas. Sobre esto se tratará en 
el 3. 

blema 1. Hállense las asíntotas de las hipérbolas 


Constrúyanse las hipérbolas. Hállese la excentricidad para 
cada hipérbola. 
A Para la primera hipérbola se tiene а = 5, b, = 4. 
Las ecuaciones de las asíntotas son y = вту y = — 53. Para 
la segunda hipérbola аз = 5, б, = 2. Las ecuaciones de las 
asíntotas son y = вгу y = ё Antes do trazar la hipér- 
bola, se deben construir sus asíntotas y marcar los vértices 
de la hipérbola. En la figura 116 están reproducidas ambas 
hipérbolas. 

Hallemos las excentricidades de las hipérbolas según la 
fórmula (4): 


VA 7-29 


La excentricidad do la segunda hiperbola es menor, por 
consiguiente se aproxima más al eje Oz que la primera. A 

Problema 2. Se dan los focos de Ја hipérbola F, (—10; 0) 
y Е, (10; 0) y su asintota 4z + Зу = 0. Escribir la ecuación 
de la hipérbola. 
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A Escribiendo la ecuación de la asintota en la forma 
= — 4, hallamos la razón de lossomiejes de la hipérbola 


ajo = 


De la condición del problema se deduce que e = 10 


Fig. 110 


Por lo tanto, а? + 12 = 100. El problema se redujo а la 
resolución del sistema de ecuaciones 


b 4 
{= >> 
а? 4-02 = 100. 
Sustituyendo b = Фа en la segunda couación del sistema, 
obtenemos 
a e =100, 


de aquí que a* = 36. Ahora hallemos 12 = ($a)? = 4.36 = 


= 04. Por consiguiente, la hipérbola tiene la ecuación 


са Lo 
ъъ и = 1. А 


10, 147 


Problema 3. Escríbase la ecuación de la hipérbola, cuyos 
vórtices зе encuentran en los focos de la elipse 


2, 
+=! 
y los focos, en los vértices de la misma elipse. Hágase el 
dibujo. 

4 Designemos con аһ, bn los semiejes de la hipérbola 
y con сь, su distancia semifocal. Sea que ae, be son los se- 
miejes de la elipse, ce, su distancia semifocal. Para formar 


y 


Finl Fon 


Fig. 147 


la ecuación de la hipérbola, es necesario hallar ай y bñ- 
Do la ecuación de la elipse tenemos аё = 25, 0 = 16. De 
la relación сё = аф — bè hallamos cå = 25 — 16 = 9. Según 
la condición del problema аһ = Ce Y с = ае, рог consi- 
guiente, ай = ej y ch = аё. Рог lo tanto, ah = 9 y сї = 25. 
Puesto que para la hipérbola сй = aj + bf, entonces bf = 
= ch — aj = 25 — 9 = 16. Por consiguiente la ecuación 
buscada de la hipérbola es como sigue: 


El dibujo se ofrece en la figura 117. A 
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$ 42. Parábola 


Se denomina parábola el conjunto de los puntos de un 
plano, para cada uno de los cuales la distancia a un punto 
fijo es igual a la distancia a una 
, que no pasa por el 
punto fijo. 

El punto fijo se denomina 
foco de la parábola, la recta 
fija, directriz. La distancia del 
foco `й la directriz se denomina 
parámetro focal de la parábola y 
Se designa соп p. 

Escojamos un sistoma de co- 
ordenadas de la manera si- 
guiente. Tracemos porel foco F el 
eje Ox perpendicularmente а la 
directriz. Designemos соп D 
(fig. 118) el punto de interscc- 

Fig. 118 ción del eje de abscisas con la 

directriz, por origen de coorde- 

nadas O tomemos el punto medio dol segmento DF y por 
dirección positiva del eje Oz, la dirección del rayo OF. 

En el sistema de coordenadas elegido el {осо F tiene las 


coordenadas: ( б) y la directriz tiene la ocuación 


2+ 7=0. 


Sea que M (2; y) es un punto cualquiera del conjunto bus- 
cado, Bajemos del punto M a la directriz una perpendicular 
y sea que N es la base de esta perpendicular. Entonces, 
| MN | es la distancia del punto M a la directriz y, por 
consiguiente, 


IMF | = | ММ 1. 
Puesto que 
mer (2-2) Fe, 
[MN ү=|в-++|, 
entonces 


ple, (1 


149 


La ecuación obtenida es una ecuación de la parábola en 
ol sistema de coordonadas elegido. Esta ecuación puede ser 
simplificada, 

'omo ambos miembros de la ecuación (1) son no negativos, 
la ecuación Ё 


a (6+4) 


os equivalente a la ecuación inicial (1), Luego do realizar 
transformaciones evidentes posteriores 


Apr o a pethe 


obtendremos la ecuación Я 
5 y? = 2рг. @ 
Esta se donomina ecuación canónica de la parábola. 

Soñalemos las siguientes propiedades de la parábola: 

1) La parábola tiene un eje de simetría. 

La variable y entra en la ecuación (2) solamente a la se- 
gunda potencia. Por lo tanto, si las coordenadas del punto 
N, (a; y) satisfacen la ecua- 
ción de la parábola, las coor- 
denadas del punto Na (2; —y) 
también la satisfarán. El 
punto N, es simétrico al pun- 
to Na respecto al eje Ox. Рог 
consiguiente, el eje Ox es el 
eje de simetría de la parábo- 
la (2). El eje de simetría de la 
parábola se denomina eje de la 
parábola. El punto do inter- 
sección de la parábola con el 
Fig. 119 ejo se denomina vértice de la 

parábola. El vértice do la pa- 
rábola (2) se oncuentra оп el origen de coordonadas. 

2) La parábola (2) está situada еп el semiplano х > 0. 

Realmente, puesto que el parámetro focal p es positivo, 
a la ecuación (2) la pueden satisfacer sólo los puntos con 
Ea no negativas, es decir, los puntos del semiplano 
=>0. 

3) La parábola (2) es una agrupación de los gráficos de 
las funciones у = + V 2pz y y = — Ира (fig. 119). 
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Para convencerse de esto es suficiente resolver la еспа- 
ción (2) respecto a la variable y. 

Observación. La forma de la parábola es bien conocida 
del curso de secundaria básica, en el cual la parábola se 
estudia como un gráfico de la función 


y =ar + Pa + y. (3) 
La diferencia entre las ecuaciones (2) y (3) de la parábola 
so dobe a que on los distintos sistemas de coordenadas una 


misma curva se define por medio do distintas ecuaciones. En 


el párrafo que sigue esta cuestión se esclarece detallada- 
mente. 


Problema 1. Se da la parábola y? = 3z. Hállense los 
puntos de la parábola, cuya distancia hasta el foco es igual 
ad. 


A Puesto que 2p = 3, $ = 2 y el foco de la parábola se 
encuentra on el punto F (+; 0). 


Sea que M (2; y) es el punto buscado, Entonces, de acuer- 
do con la condición 


И 


Por consiguiente, para hallar las coordenadas del punto 
M, hace falta resolver el sistema de ecuaciones 


з үг 

(3) ш дай. 
y= З=. 

Rosolviendo esto sistema, obtenemos 


(2+4) =1, а= 


Así pues, oxisten dos puntos, cuya distancia al foco es 


iguala 4: (E) y (4 Da 


Problema 2. El rayo de luz y = —2 cao sobre un espejo, 
cuya sección axial es la parábola y? = 242 (fig. 120). Hállese 
la ecuación de la recta a la cual pertenece el rayo reflejado. 
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2 Si el rayo incidente es paralolo al eje óptico principal 
del espejo parabólico, entonces el rayo reflejado pasa por 
su foco. En el caso dado el 
eje del espejo parabólico 
coincide con el eje Ox. La 
recta y = —2 es paralela 
al eje de abscisas y, por lo 
tanto, el rayo reflejado 
pasará por el foco de la 
parábola у? = 24x. Puesto 
чие 2р = 24, es decir, 


+7 = 6, el foco de la pará- 


bola es el punto F (6; 0). 

Para hallar el punto de 
incidencia del rayo de luz, 
es necesario resolver el sistema de las ecuaciones 


y=24x, 
у= —2. 


Fig. 120 


Resolviendo este sistema, hallaremos el punto de inciden- 
cia dol rayo A ($; —2). El rayo reflejado portenece а la 


rocta que pasa por los puntos ($; —2) y (6; 0). Escribamos 
la ecuación de esta recta: 


0 2—6 
—=2—0 = т. 
7-0 


De ella obtenemos 12x — 35y — 72 = 0. д 

La solución de este problema ilustra una propiedad 
óptica importante inherente al espejo parabólico: sí una 
fuente de luz se sitúa en su foco, entonces todos sus rayos 
forman, al reflejarse «le la superficie del espejo, un haz de 
rayos paralelos al eje de la parábola. Esta propiedad se uti- 
liza para la fabricación de faros de automóvil, proyectores, 
antenas de radares, etc. 


$ 43. Ecuación de la elipse, de la hipérbola 
y de la parábola en otros sistemas 
de coordenadas [по canónicos} 


Apliquemos las fórmulas deducidas en el 13 de transfor- 
mación de un sistema cartesiano rectangular de coordenadas 
өп otro con vistas a estu-™ 
diar las ecuaciones no ca- 
nónicas de la hipérbola, 
parábola y elipse. 

1) Examinemos la ecua- 
ción 

ту = а, а> 0. (1) 


Del curso escolar se sabe 
que la ecuación (1) se deno- 
mina ecuación de la hipér- 
bola y ‘tiene el gráfico re- 
presentado en Ja figura 121. 

Veamos cuál será la 
ecuación de esta hipérbola Fig. 121 
en otro sistema de coorde- 
nadas, o sea, en el sistema que se obtiono del inicial giran- 
do los vectores básicos en un ángulo de « = 45°. 

En el caso dado las coordenadas viejas т y y se expresan 
por medio de las nuevas х’ y y” do la manora siguiente: 


| ж = т/' сов 45° —- y’ sen 45°, 
у= т' son 45° + y’ cos45”, 
es decir, 


Yy’), 


у= (at). 


Sustituyendo en la ecuación (1) las variables viejas por las 
nuevas, obtenemos 


УЗ 


PY) y) а 
z’? — у = 2a. (2) 
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Homos obtenido la ecuación canónica de la hipérbola 
oquilátera. Por consiguiente, la ecuación (1) define la hi- 
pérbola equilálera. Los ejes viejos de coordenadas son las 
asíntotas de la hipérbola, por lo tanto, la ecuación (1) so 
denomina ecuación de la hipérbola relativa a las asíntotas 
(ver fig. 121). Comparando las ecuaciones (1) y (2), vemos 
que el eje rcal do la hipérbola, definida por la ecuación (1), 
es igual a 1 ба. 

El nuevo sistema de coordenadas О, ¿', j’ se denomina 
canónico, ya que en él la ecuación de la hipérbola tiene una 
forma canónica. 

La ecuación ту == a, a < 0 se reduce a la forma canónica 
análogamente. Para obtoner los nuevos voctores básicos es 
necesario en este caso girar los viejos vectores básicos en 
un ángulo de а = —45%, 

Problema 1. Se da la ecuación canónica de la hipérbola 
equilálera z* — y? = 18, Escríbase su ecuación relativa а 
las asíntotas. 

A Giremos en un ángulo de œ = --45%, Entonces, las 
coordenadas viejas se expresan por medio de las nuevas según 
las fórmulas 


Sustituyendo en la ecuación dada los valores г y y, oble- 
nemos 


Feyi le — y 18 


о después do las simplificaciones 2'y' = 9. А 
2) Examinomos la ecuación 


у =ar? + Ве +y, а 5 0. (3) 
Lesfesjbien conocidajestafocuación y su gráfico: una parábo- 


Ја con un eje paralelo al eje de ordenadas. Escribiendo la 
ecuación (3) en la forma 


y=a(z+ È) 9 E (4) 
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hallamos las coordenadas del vértice de la parábola 
= 

ъ= ре, mera: 

Pasemos a un nuovo sistema de coordenadas, cuyas direc- 

ciones de los ejes coinciden con las direcciones de los ejes 

del sistema viejo, y el origen de coordenadas O” se encuentra 

en el vértice de la parábola. El punto O” tiene, por consiguien- 


to, Jas coordenadas ( —-Ё; y — E). Considerando on las 
fórmulas de traslación 


E: 
Ра 
obtendreuos 
и. ` , 
|; ==. 
Ы Й 
== £ +у. 
Así se oxprosan en ol сазо dado las coordenadas viejas 2 у у 
por medio de las nuevas z’ y y”. Sustituyendo on la ecua- 


ción (4) las coordenadas viejas por las nuevas, oblonemos la 
ecuación 


y =ar", ач 0. 


Así pues, si la parábola tiene en cierto sistema de coor- 
denadas la ecuación (3), entonces siempre se puede pasar a 
un sistema de coordenadas nuevo, en el cual la ecuación de 
la parábola tendrá una forma más sencilla: у' = ax”, 
a0. Aún más, siempre se puede escoger un sistema do 
coordenadas de manera que el coeficiente en la ecuación de 
la parábola sea positivo. En efecto, sea que a < 0, es decir, 
la parábola está situada tal, como está ilustrado en la fi- 
gura 122. Entonces, en el sistema O”, i”, j”, que se obtiene 
del sistema O”, Р, Y”, girando los ejes en un ángulo de œ 
= 180°, la ecuación de la parábola tendrá la forma y” 
= —ax”?. Considerando que a, = —a, obtenemos y” 
алх", donde q, > 0. 

3) Sea que en cierto sistema de coordenadas la parábola 
está definida por la ecuación 


її 


у =a, a>0, (5) 
455 


Pasemos a un nuevo sislenia de coordenadas que se obtiene 
del inicial girando los vectores básicos en un ángulo de 


yy 


y 
Fig. 122 Fig. 123 


a = 90° (fig. 123). Las fórmulas de giro toman, en este 
caso, la forma 


| Ж = x' cos 90° — y’ sen 90°, 
y = x’ sen 90° + y’ cos 90° 


Sustituyendo en la ecuación (5) Ias coordenadas viejas por las 
nuevas, obtenemos 


2 =0у? ó у? 


Dosignemos 2 con 2p, entonces 

y? = 2px'. 
Hemos obtenido la ecuación canónica de la parábola. Así 
pues, por medio de la ecuación (5) se defino la parábola con el 
parámetro focal igual a zie. 


De los resultados obtenidos en el punto 2) se deduce, que 
el parámetro focal de la parábola definido por la ecuación 


y = оаа + Be + y, a0 ез igual a yl. 
Problema 2. Se da la ecuación de la parábola 
y = 22° +62 +7. 
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Hay que reducirla a la forma canónica. Hállese la distancia 
del foco de Ja parábola a su directriz. 

A Formemos un cuadrado perfecto en el segundo miembro 
de la ecuación dada 


y=20+30)4+7=2 (04) E. 


Las coordenadas del vértice de la parábola son (3; 2). 


Pasemos a un nuevo sistema de coordenadas, que se obtie- 
пе do la inicial trasladando el origen do coordenadas al pun- 


Fig. 124 


100' (—5; 5) y girando los vectores básicos en un ángulo de 


a = 90° (fig. 124). Según las fórmulas (3) del $ 13, ob- 
tenemos 


e —L 42 008 90 — y sen 90° = —FP—y. 


+2 son 90° + y! соз 90° =E a. 


Sustituyendo estos valores de т y y en la ecuación de la 
parábola, obtendremos 


3 


Pro 


es decir, z' = 2y?, ó y? = +. 
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De la ecuación obtenida resulta que la distancia del fo- 
co de la parábola a la directriz (parámetro focal) es igual 
aja 

4) Examinemos la ecuación > 


2 
i a a<b. (6) 


Esta ecuación se parece a la ecuación canónica de la 
elipse, pero no es tal, ya que en la ecuación canónica de la 
elipse а > b. 

Pasomos del sistema de coordenadas хОу al sistema z'Oy”, 
que se obtiene del sistema inicial girando los vectores bási- 
cos on un ángulo de а = 90°. Las fórmulas de giro tionen, 
en este caso, la forma 


Por lo tanto, en el nuevo sistema la ecuación dada se escribi- 
rá así: 


‚а. 
ч 


Hemos obtenido la ecuación canónica de la elipse. Por 
consiguiente, por medio de la ecuación (6) se define la elip- 
so cuyo oje mayor está situado en ol eje Oy, y el eje menor, 
en el eje Oz. Los focos de tal elipse están situados en los 
puntos F, (0; с) y Fa (0; —c), donde e = Y b — al (fig. 125). 

Problema 3. Demuéstrese que la curva definida por la 
ecuación 


252* + 16y* — 50x + 64у — 311 =0, 
es una elipse. Hállense sus semiejes y las coordenadas de los 


focos. Hacer el dibujo. 
A 'Transformemos la ecuación dada en la forma 


25 (= — 1)? + 16 (y + 2)? = 400. 


Pasemos del sistema de coordenadas хОу al sistema х'О'у', 
conservando la dirección de los ejes y pongamos el origen de 
coordenadas en el punto O” (1; —2). Entonces, las coorde- 
nadas viejas y nuevas estarán ligadas por medio de las 
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fórmulas de traslación 
( z=14r 
y=—2+y'. 


Por lo tanto, en el nuevo sistema de coordenadas la curva 
tiene la ecuación 


2572 + 16y? = 400 
ó 


z: 
wt 
Así pues, la curva dada es una elipse cuyos semiojes_son 


iguales a 5 y 4. La distancia semifocal es с = v35 — 10 = 
3. Los focos de Ja elipse tienen en cl nuevo sistema las 


Ye 
р 
| ЧУ) | 


Fig. 125 Fig. 126 


coordenadas (0; 3) y (0; —3). Por las fórmulas de traslación 
hallamos sus coordenadas en el viejo sistema: son (1; 1) y 
(1; —5). El dibujo se da en la figura 126. 

Problema 4. Escríbaso la ecuación de la olipse, un cje de 
la cual pertenece al oje de ordenadas y es igual a 12, y el 
otro, al eje de las abscisas y es igual a 8. 
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A Según la condición del problema b = 6, a = 4, por 
consiguiente, 


E y 25 
wrot © + 


Problema 5. Escríbase la ecuación de la elipse, cuyo 
primer eje pertenece al eje de ordenadas y es igual a 20, y 
la distancia entre los focos es igual a 18. El centro de la 
elipse se encuentra en el punto (0: 0). 

A La ecuación buscada de la elipse puedo ser oscrita en 


la forma 5 + = 1. Puesto que 2c=16 у 25 = 20 


entonces с = 8, b = 10, y, como los focos están situados 
en el eje Oy, а? = b? — с? = 100 — 64 = 36. Por consi- 
guiente, la olipse tiene la ecuación 


állonse las longitudes de los semiojes de la 
elipse 252° + = y calcúlense las coordenadas Че 
sus focos. 

A Escribamos la ecuación dada on la forma 


Por consiguiente, a? = 16, b = 25 y с= у а 
== 25 — {6 = 3. Como resultado lenemos a = 4, b = 5, 
Р, (0; 3); Р, (0; —3).4 


$ 44. Ecuación general de segundo orden 
con dos variables 


En el capítulo IIjhemos analizado la ecuación general de 
primer orden con dos variables, es decir, la ecuación que 
tiene la forma 


Ar+By+C=0, А? + В? 5 0, (1) 


Homos establecido, que el conjunto de todos los puntos 
del plano, cuyas coordenadas z y y satisfacen la ecuación (1), 
es una recta. 
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La ecuación general de segundo orden con dos variables 
tiene la forma 


Az? + Bay + Су? + Da + Еу + Р = 0, 
Аз + В? 4- 0240. (2) 


Surge la progunta natural ¿qué ropresenta el conjunto de los 
puntos del plano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 
(2)? Con otras palabras, ¿qué conjuntos de los puntos del 
plano pueden definirse por medio de esta ocuación? 
Mostremos, que existen ocho distintos tipos de tales con- 
juntos. 
12 1) Considerando que on la ecuación (2) 


1 4 7 
А= >, C Е= —1, B=D=E=0, 
obtendremos 


LS 
2+4=4. 


р Así pues, la ecuación (2) puede зог la ecuación de la 


elipse. 
2) Poniendo on la ecuación (2) 
1 1 
A=h, С= 4, P=-1, B=D=E=0, 
obtondremos 
A 
атт = 


Por consiguiente, la ocuación (2) puede sor una ecuación de 
la hipérbola. 
3) Si en la ecuación (2) ponemos 


С=1, D=-2p А = В= Е = В = 0, 
obtendremos 
y" =2pz. 
La ecuación (2) puede ser una ecuación de la parábola. 


4) Si en la ecuación (2) los coeficientes se eligen de la 
manera siguiente: 


A=4, С=—®, B=D=E=F=0, 
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la ecuación tomará la forma 
az? — by = 0. 
Puesto que az? — by? = (az — by) (az + by), osta ecua- 
ción es una ecuación de dos rectas: 
ах — by = 0 y az +by=0. 

Ре esto modo, la ecuación (2) puede definir un par de 
rectas que se cortan. 

5) Al tomar en la ecuación (2) 

С=1, Fa, A=B=D=E=0, 
obtendremos 
и—@=0, 
es decir, la ecuación de dos rectas y = а, у = —а. 

Por consiguiente, la ecuación (2) puede ser la ecuación 
de dos rectas paralelas. 

6) Considerando que en la ecuación (2) 

С=4, А=В=р=Е = Е = 0, 
obtendremos 
y = 0. 

Tal ecuación se considera como una ecuación del раг de 
rectas coincidentes, ya que de ella se deduce que у-у = 0 y, 
igualando cada factor a cero, obtenemos y =0 y у = 0. 
Así pues, por la ecuación (2) se puede definir un par de 
rectas coincidentes. 

7) Si en la ecuación (2) tomamos 

А= а, С= 9, B=D=E=F=0, 
obtendremos 
es + Py = 0. 

A esta ecuación la satisfacen las coordenadas sólo de un 
punto del plano, es decir, del punto (0; 0). 

De aquí se deduce, que la ecuación (2) puede definir un 


junto. 
8) Considerando que en la ecuación (2) 
4=4, с=+, F=1, B=D=E=0, 
obtendremos 
ny 
7 ғ 
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=-4. 


Esta ecuación no se satisface por las coordenadas de nin- 

gún punto del plano, Así sucede en el caso cuando 
C=4, Р=450, A=B=D=E=0. 

En el plano no hay puntos, cuyas coordenadas satisfagan 

la ecuación 
№ + а = 0. 

Así pues, la ecuación (2) puede ser una ocnación dol con- 
junto vacío. W 

Hemos mostrado que la ecuación (2) puede ser una ecua- 
ción de 1) la elipse, 2) la parábola, 3) la hipérbola, 4) del par 
de rectas que se cortan, 5) del par de rectas paralelas, 6) del par 
de rectas coincidentes, 7) del punto, 8) del conjunto vacío. 
Es notable que, además de los ocho tipos de conjuntos cita- 
dos, no existen otros conjuntos, cuyas ecuaciones tengan 
la forma (2). Esto se deduco de la siguiente afirmación que 
aceptamos sin demostrar. 

Sea que un conjunto de los puntos del plano se dofine en 
cierto sistema de coordenadas por medio de la ecuación 


Ar + Bay + Cy? + Dz + Ey +F = 0, 
А? +В? + С? == 0. 
Entonces, siempre es posible pasar (соп ayuda de las fór- 


mulas (3) del $ 13) a un nuevo sistema de coordenadas, en el 
cual esta ecuación tendrá uno de los nuevo tipos siguientes: 


1) + 2) 3) y= pr; 
4) aab; 5) 5) 2—0; 
7) ама+ 4—0; 8) 0 05 9) amO. 


Las ecuaciones del 1) al 9) se denominan canónicas. 

Los conjuntos, definidos por las ecuacionos del 4) al 6), 
están constituidos por rectas. Las rectas se estudian en el 
capítulo II. Los conjuntos definidos por las ecuaciones del 
7) al 9) (el punto y el conjunto vacío) no presentan interés. 
Estas curvas tienen gran importancia para la cosmonáutica y 
astronomía, la mecánica y arquitectura. Eran ya conocidas 
en la Grecia antigua. Los matemáticos griegos no conocían 
ni el método de coordenadas ni las ecuaciones, no obstante les 
eran bien conocidas todas las propiedades de la elipse, hi- 
pérbola y parábola. Obtenían y estudiaban estas curvas 
como secciones planas de una superficie cónica (véase el 
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$ 77, capítulo VI). Desde entonces la elipse, hipérbola y pa- 
rábola se denominan secciones cónicas. La elipse, hipérbola y 
parábola tienen también otra denominación común. Las 
ecuaciones de estas curvas contienen obligatoriamente por 
lo menos un sumando de segundo orden 2?, y? o xy. Por lo 
tanto, la elipse, hipérbola y parábola se denominan curvas 
de segundo orden. 

A lo largo de toda la historia del desarrollo de la ciencia 
y la técnica las curvas do segundo orden han provocado cons- 
tantemente la atención de muchos investigadores y cientí- 
ficos. Esto se debe a que la elipse, la hipérbola y la pará- 
bola son muy frecuentes en los fenómenos de la naturaleza y 
de la actividad humana que nos rodean. Demos sólo algunos 
ejemplos. Una piedra o proyectil lanzados bajo un ángulo 
agudo respecto al horizonte, vuela por una curva próxima a 
la parábola (la forma de la curva se distorsiona un poco de- 
bido a la resistencia del aire). Para construir diversos proyec- 
tores y antenas se utilizan los llamados «espejos parabó- 
licos». En la producción se emplean, en algunos mecanismos, 
«piñones elípticos». A menudo dos magnitudes están relacio- 
nadas entre sí por una dependencia inversamente proporcio- 
nal (por ejemplo, la presión y el volumen del gas de acuerdo 
con la ley de Boyle—Mariotte). De gráfico de tal dependen- 
cia funcional sirve la hipérbola. 

Las curvas de segundo orden adquirieron un significado 
ciontífico especialmente grande después de los descubrimien- 
tos hechos por el astrónomo alemán Johannes Kepler (1571— 
1630) y por el físico y matomático inglés Isaac Newton 
(1643—4727). Observando los desplazamientos visibles de 
los planetas en la esfera celeste, Kepler descubrió tres leyes, 
una de las cuales postula, que cada planeta se mueve por 
una elipse y el Sol se encuentra en uno de sus focos. Newton 
no sólo fundamentó teóricamente las leyos del movimiento 
de los planetas, sino que demostró, que todo cuerpo puede 
moverse bajo la acción de la atracción de otro cuerpo sola- 
mente bien por una elipse, bien por una parábola o bien por 
una hipérbola. En particular, por estas curvas se mueven 
todos los cometas del sistema solar. 

Actualmente cuando en torno a la Tierra giran por las 
órbitas elípticas millares do satélites arlificiales,cuando han 
sido enviadas a la Luna, Venus y Marte decenas de estaciones 
cósmicas, las curvas de segundo orden se utilizan aún más 
intensamente que antes. 
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Problemas para el capítulo IM 


3.1, Escríbase la ecuación de la circunferencia: 
aj de radio R = 4 con el centro en el origen de coordenadas; 


b) de radio R = $ con el centro en el origen de coordenadas; 


о) de radio R = 5 con el centro en el punto C (— 


d) de radio R = 7. соп el centro en el punto С ( 
3.2, Hállense el centro y el radio de la circunferencia: 
a) 224y2=36; b) 224-02=7; 

9 ОЗЕ d oa 
o) 2 


a la recta x= 
3.5. Escríbase la ccuación de la circunferencia, cuyo centro se 


encuentra en el punto С (3; 7), si se sabe que es tangente al eje Oz, 
3.6. Escríbase la couación de la circunferencia, cuyo centro está 
situado en el punto de intersección de las rectas 22 + Зу — 13 = 0, 
т -{- у — 5 = 0, sí es tangente al eje de ordenadas. 
3-7, Escribase la ecuación de la circunferencia, que pasu por el 
pinto y (6; 2) con el centro en el punto С (2; —1). 

3.8. Escríbase la ecuación de la circunferencia, cuyo centro se 
encuentra en el eje de abscisos, si la circunferencia es tangente a las 
rectas z = 8 y у = 3. 

8.9. Escríbaso 1а ecuación de la circunferencia, si se sabe que es 
tangente al eje de abscisas y a las rectas z = —f yz = 5. 

„10. Escríbase la ecuación de la circunferencia, que pasa por 
el punto M (2; 1) y os tangente a los ejes de coordenadas. 

3.11. Determíese, cómo está situado ol punto M(—2; 1) ros- 
Peto а cada una de las circunferencias (dentro, fuera о en la círcun- 

ferencia): 

а) 22 4- y? = 2; уи 5.0; а 224 уз = 25; 

d) z? + y? — 82 — áy = AA, 

D z? + уз = 0,01. 

3.12, Determínese cómo está situnda la recta respecto а Ја cir- 
cunferencia (Ја interseca, es tangente а ella o р Tasca de Cesta. si 
la recta y la circunferencia están definidas por las ecuaciones siguien- 


а у? — 8: 2y — 3 = 0; 
a дз рулет = 5; 


©) z 3y + ai 
3. 13, THálleso la ecuación de la ө, de е centeas de dos cir- 
cunferencias (+ — 2)? + y? = 16 y z? + (y — = 9 
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3.14. Бе dan los puntos A, (2; 3) у M, (10; 9). Escríbase la 
осил de la circunferencia, cuyo diámetro ез el segmento M,My. 

. 345. Una circunferencia es tangente al eje de ordenadas en él 
origen de coordenadas y pasa a través del punto M, (—4; 0). Escri- 
base la ecuación de la circunferencia y hállense los puntos de inter- 
sección con las biscctrices de los ángulos de coordenadas. 

3.16. Escríbaso la ecuación de la circunferencia que pasa рог 
tres puntos М, (0; 0), M, (3; 0) y М, (0; 4). 

17. Escríbose la ecuación de la circunferencia, circunscrita 
alrededor de un Iriángulo, cuyos lados pertenecen a las rectas z — 
— 3y +1 = 0, 9z — 2y — 41 =0,77 + áy + 7 = 0. 

3.18. Determínense las coordenadas de los puntos de intersec= 
4% de Ia recta, #— 72 — 42 = 0 yla circunferencia (z — 1)? + 

у — 2 

3.19. Escríbase la ecuación del diámetro de la circunferencia 
at + y? = 25 el cual es perpendicular а la recta 42 + Зу — 25 = 0. 

3.20. Calcúlese la distancia más corta del punto А (8; —6) a Ja 
circunferencia 22 -+ pè — 4 = 0. 

3,21, Escríbase la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
muntos M (4; 1) y N (0; 5), si se sabe que su centro se encuentra en 
а reota z +a t 3 = 0. 

3.22. Mállese la ecuación de la circunferencia que es simétrica 


и la circunforencia (т — 1)? 4- (y — 2)2 = 1 respecto a la recta y = 
=r 


3.23. La circunferencia está definida por las ecuaciones z = 
= VZ cost, y = VZsent0< 2 < 2л. Escríbaso la ccuación canó- 
nica de esta cirounferenci 

3.24. La circunferencia está definida por la ecuación 2% + y? = 

Escríbase la ecuación paramétrica de esta circunferencia, 
3.25. Las circunferencias están definidas par, las ecuaciones 
т = 4 сов1, y= ást (0<t<?2m y (к — 1)2 + y= 25. Há- 
lense los puntos de intersección de las circunferencias dadas. 

3.26. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si la distancia 
focal es igual a 8 y la elipse través del punto (0; —3). 

3.27. Escríbase la ccuación canónica de la elipse, si su foco se 
encuentra en el punto (6; 0) y la elipse corta el eje de ordenadas en 
el punto (0; —3), 

3.28. Demuéstrese quo la ecuación 7224 16y? — 112 = 0 
es una ecuación de la elipse. Hállense las coordenadas de los focos 
y la distancia focal. 

3.29. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, зі: 

a) sus sembejas son iguales a 7 y 8; 

b) sus semicjes son iguales a З y 4; 
с) su semieje mayor es igual a 5 y la distancia focal es igual a б; 
d) su semieje menor es igual a 4 y la distancia focal ез igual a б. 

30. Determínense para cada una de Jas siguientes elipses sus 
somiejes, las coordenadas de los vértices y focos: 

а) 9224 16y? = 444; b) z3 -+ 9y? 4; 

c) 422 + 9y? d) 0,252? + To 1. 

3.31. Se da la elipse 4x2 + 25y2 — {00 = 0. Detormínense las 
ordenadas de los puntos de la elipse, cuyas abscisas son iguales a —: 

3.32. Las ordenadas de los puntos de la circunferencia z? + y? 
= 36 están disminuidas en 3 veces por el valor absoluto. Escríbaso 
la ecuación de la nueva curva obtenida. 
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А 
3.33. Se da la elipse ¿+= 1. Hállenso su semieje mayor, 
gu semieje menor, la distancia focal, las coordenadas de los focos y de 
las vértices y la excentricidad. 
3.34. Se da la elipse 2522 4 49y? = 1225. Detormínense las 
longitudes de los ejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad. 
3.35. Esoríbase la ecuación canónica de la elipse, sí su semicje 


mayor а = 5 y la excentricidad е =-=. 


3.36. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, cuya distancia 
del foco a los extremos del eje mayor son iguales a 1 y 9. 

3.37. La Tierra se mueve por una órbita elíptica, en uno de 
cuyos focos se encuentra el Snl. Calcúlese la excentricidad de la órbita 
de la Tierra, si el punto de la órbita terrestre (perihelio) más próximo 
al Sol se encuentra a la distancia de 147 millones de km de éste y el 
punto de la órbita terrestre más alejado del Sol (afelio), a la distancia 
de 152 millonesde km de él. 

3.38. El nueve de julio de 1980 fueron lanzados en la Unión 
Soviética, con un cohete portador, ocho satélites artificiales de la 
Tierra «Cosmos-1192-1199». Calcúlese la excentricidad de la órbita 
do estos satélites artificiales, si todos los ochos satélites se mueven 
por una órbita elíptica, en uno de cuyos focos se encuentra el centro 
do la Tierra. La distancia máxima de la superficie de la Tierra es de 
1522 km; la distancia mínima de la superficie de la tierra os do 
1451 km, El radio medio de la Tierra cs igual aproximadamente а 

m, 

3.39. Escríbase la ecuación canónica de la elipse, si la clipse 

pasa por el punto M (2; —2), y su semieje mayor es igual a 4. 


аа 
3.40. Hállese la excentricidad de la elipse 100 + = 1 


3.41. Hállese la ecuación canónica de la elipse, si los extremos 
do su eje mayor son tangentes а la circunferencia zì + y? = 100, 
y se sabe que a = 2b. 

3.42. Calcúlese el área del cuadrilátero, cuyos dos vértices so 
encuentran en Jos focos de la elipse 922 + 25y? — 225 = 0 y los otros 
dos vértices coinciden con los extremos de su eje menor. > 

3.43. El lado del rombo es igual а 10. А través до sus dos vórti- 
ces opuestos pasa una elipse, cuyos focos coinciden con los otros dos 
vértices del rombo. Escríbase la ecuación de la elipse, tomando por 
ejes de coordenadas las diagonales del rombo, sí las coordenadas del 
foco son (8; 0) 


а уа 
3.44. Determínese la longitud de la cuerda de la clipse F += 
= 1 que divido рог la mitad el ángulo entre los ejes. 
3.45. Sc da Іа clipse 157% + 25y? — 375 = 0, A través del foco 
está trazada wna perpendicular a su eje mayor. Determínese la dis- 


jancia desde Jos puntos de intersección de esta perpendicular con 
1а elipse hasta el foco. 


3.46. Escríbanse las ecuaciones paramétricas de la elipso 4z? + 
+ 9% — 36 = 0, 


3.47. Se dan Ins ecnaciones parométricas de la elipse 
2=7c08t, y=4sent. 
Escríbase su ecuación canónica. 
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3.48. Hállense Jas ecuaciones de los tangentes а la elipse 92% + 
+ 25y* = 225, cuyo coeficiente angular es jgual az 


3.40. Hállese el punto de tangencia de la recta 5z — 2y — 30 = 
= 0 con la elipse 7522 + 24y? — 1800 = 
3.50. Se dan la elipse 257? + 3602 — о == 0 у la circunferen- 
cia 22 -+ y? = 25. Hállense los puntos de su intersección. 
3.51. Escríbase la ecuación de la tangente a la elipse en el punto 
(3; —3), si su ecuación es 361? + 12y? — 432 = 0. 
.52. Escríhase la ecuación canônica de la hipérbola, si la dis- 
tancia focal es igual a 30 y la hipérbola pasa por el punto (9: 
3.53. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, si su foco 
ss encuentra en el punto (5 VĒ; 0) y la hipérbola corta el cje de las 
abscisas en el punto(6; 
рене Que la ecuación 11st — 25yt— 275 = 0 es 
una ecuación de la hipérbola. Hallenso las coordenadas de les focos. 
¿70 8555, Determínense los semicjes de cada una de las hipérbolas 
siguientes: 


a 
a fil b) deye; су) 2—9 


d) 1622-92 =1; f) z?—yt==4; g) 9%—16y=144. 


3,56. Para la hipérbola 922 — 16y? — 144 == 0 húllenso: 
E] los semiojes; 
las coorden: 


O yem id 


d) el semieje real es igual a 8 y e = +; 


+) la ecuación de la asíntota os y = Š z, y el semicje reales iguul 


2 
а 2; 
f) el semieje imaginario оз igual a3. y e = 5. 


3.58. Escríbase la ccuación canónica de la hipérbola, si las dis- 
tancias de uno de sus vértices a los focos son Iguales а 9 y 1, respec- 
tivamente. 


ja 
3.59. Se da la hipérbola 53 e ES = 1; escríbanse las ecuaciones 


de los rectas paralelas, que Шаан una parte del plano, que no con- 
tiene ni un solo punto de la hipérbola. 


3.60, Hállonse las asíntotas de la hipérbola E — Ed 


tráyase lu hipérbola y hállese su excentricidad. +4 
3.61.: Hállense las asíntotas de la hipérbola 22 — y? = 9, Cons- 
Г hipérbola y calcúlese su excentricidad. 
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trúyase 


3.62. So da la ecuación de la hipórbola 922 — 16y? = 144. Há- 
Hense las coordenadas de sus focos y vértices, la excentricidad y la 
ecuación de las asíntotas, Hágase е1 dibujo. 

3.63. Fórmese la ecuación canónica de Ja 
real es igual a 5, y la excentricidad a 1,4. 

3.64. Determínense bajo qué condición las asíntotas de la hipór- 


ipérbola, si su semieje 


hola 2р — [= 1 son perpendiculares entre sí. 

3.65. Fórmese la ecuación de la hipérbola, si la ecuación de su 
asíntota es y = +z, y uno de los focosse encuentra en el punto (—5; 0). 

3.60. Escribaso la ecuación canónica de la hipérbola, conociendo, 
que sus asfutotas tionen la ecuación y = 22, y lo distancia focal 
ds igual a 

3.67. =] да la hipérbola E — E = 4.Hállense los puntos de 
intersección de la hipérbolo con las xicas: 

D) da — åy — 36 2 0; 


с) 5z — 40 — 16 = 0. 
3.68. Fórmese la ecuación de la hípérbola, cuyos focos se on- 


cuentran en los vértices de la elipse ру + 8 = 1 y los vértices, en los 
focos, de Ja elipso, 


тауп del movimiento del 
rimer cohete espacial soviótico, lanzado hacia la Luna el 2 de enero 
do, 1950 es igual а 1.05. Determínese la forma de la trayectoria del 
cohete. 
3.12. Bseribase la ecuación de la parábola, si los coordenadas del 
foco son (4; 0) y ln ecuación de la directriz es = + 4 = 

la ecuación canónica de la Parábola; que pasa 
айта dela punto (5; 3). 

„1А, Se da la parábola y? = 5z. Hállense los puntos de la pará- 
bola, cuya distancia del foco es igual a 4. 

3.75. Fórmese la ecuación canónica de la parábola, cuyo foco se 
encuentra en el punto de intersección de la recta 5у—8=0 
con el eje de las abscisas. Constrúyase esta parábola. 

3.76. Fórmese la ccuación canónica de la parábola que pasa por 
EOS 


el punto N (9; 6), determínese el ángulo œ = (i; EN), donde Р es 
un foco de la parábola. 
3.77. Hállense los puntos de intersección de la parábola y? = 4z 
y las rectas: 
а) == у; Б) == —у; 


) З= — 2y 
Constrúyase el dibujo. 
169 


3.78. Escríbase la ecuación de la tangente а la parábola y? = бу 
en el punto (6; 6). 

.79. Escribase la ecuación de la circunferencia, cuyo centro 
coincide con el foco de la parábola y? = 8z, si se sabe que la circun- 
ferencia es tangente a la directriz de la parábola. Detormínense las 
coordenadas de los puntos de intersección de la parábola y la ciroun- 
ferencia, y constrúyase el dibujo. 


фе EE „у —9% _ 
3.80, Redúzcase la ecuación de la elipse >T аи со: ж 1 
a la forma canónica. 


‚81. Se da la hipérbola ху = 2. Redúzcase su ecuación a la for- 
та canónica, 


3.82. Redúzcase la ecuación de la parábola 3y = z? + áz — 11 
a la forma canónica. 


83, Determínense para cada una de las siguientes elipsos sus 
ветісј coordenadas de los vértices y coordenadas de los focos: 
а) 12х% + 5y2 — 60 = 0; 
b} 107% + 9y? — 144 = 0; 
с) åz? + y? = 9. 
3.84. Escríbase la ecuación de la clipse, situada simótricamente 
respecto a los ejes de coordenadas con los facos en el eje Oy, si: 
а) sus semiejes son iguales a 3 y 
b) sus semiejes son iguales a б y 3; 
с) su eje mayor es igual a 8 y su distancia focal, а б; 


0) su somiejo menor es igual a 4 у la excentricidad в = к: 


©) su semieje menor es igual а 6 y la distancia focal, а 8. 

5. Escríbaso la ecuación de la elipse, cuya suma de los se- 
miojes es igual а 8 y la distancia entre los focos es igual a 8, Los focos 
se encuentran en el eje de ordenadas y están situados semétricamente 
respecto al punto (0; 4). 

‚86. Se da la elípse 1622 + 7у2 — 112 = 0. Determínense las 
coordenadas de los puntos de la elipse, cuya distancia al foco cs igual 


а 2, 

‚87. La circunferencia (т — 5)? + А — 8)? == 4 es langente 
а la clipso y pasa por sus focos. Fórmese la ecuación de la elipse, si 
su ejo mayor es paralelo al eje de las absci: 


isas. 
3.88. Fórmese la ecuación de la hipórbola, situada simétrica- 


mento respecto a los ejes de coordenadas, con los focos en el eje de 
ordenadas, si: 


a) los semiejes son iguales a 3 y 6; 
5 


b) с=з; e= 


e) Ja ecuación de Ja asintota es y =$ z, y el eje real es igual a 24; 


d) e= Ž y el somieje es igual a 4. 


3.89. Para la hipórbola 922 — 16y? = —144 hállense: a) las 
semiejes; b) las coordenadas de los vértices; e) las coordenadas de 
los focos; d) las ecuaciones de las asíntotas. 


170 


3,90. Escríbase la ecuación de la hipérbola, si la distancia entre 
sus vértices es igual a 24, y los focos tienen las coordenadas (40; 2) 
y (16; 2). 

3.91. Fórmese la ccuación de la hipérbola, si sus semiejes son 
iguales a 5 y 4, el centro tiene las coordenadas (3; 2), y el eje real es 
paralelo al eje de las abscisas. 

3.92. Escríbase la ecuación de la parábola con el vértice en el 
origen de coordenadas, 

a) la parábola está situada en el semiplano superior simótrica- 
mente respecto al eje de ordenadas y el parámetro focal es igual a 4; 

b, la parábola está situada en el semiplano inferior simétricamente 
respecto al eje de ordenadas y el parámetro focal сз igual a 6; 

©) la parábola está situada еп el semiplano derecho simótrica- 
mente respecto al eje de las abscisas, y 1 parámetro focal es igual a 3; 

d) la parábola está situada en el somiplano izquierdo simétrica: 
mente respecto al eje de las abscisas y su parámetro focal es igual a 5. 

3.93. Escríbase la ecuación do la parábola que pasa por el origen 
do coordenadas y es simétrica respecto al cje de ordenados, si lus 
месо del Тосо son F (0; =, yh 
K , y la 


= 0, Fórmese la ecuación de la 


‚ El foco de la parábola tiene las coordenadas Р (—S; 
ecuación do la directriz es х — 


. Hállese la ccuación de Ја parábola, conociendo, que su 
se encuentra en el (—4; 5), y el foco, en el punto 
В (2; 5), Escríbase la ecuación de su eje y de la directriz. 

:Ó6. Se dan el foco de la parábola (3; 4) y la ceuación de 
su directriz z + 1 = 0. Escríbase la ecuación de la parábola y há- 
lense los puntos de intersección de la parábola con los ejes de cóordo- 
nadas. 

3.97. Determínense las coordonadas del punto que está situado 
en la parábola 29 = Ву, si la distancia de este punto a Ја directriz 
es igual a 4. 

3.98. Constrúyanse en un solo dibujo las siguientes parábolas: 


Pd убу, 28 = 28, 


= 


3.99. Е1 foco de una parábola está situado en el punto Р (0; +), 


la directriz es paralela al eje de abscisas y corta en el eje de ordenadas 
un segmento cuya longitud es igual a + Escríbase la ecuación do la 


parábola. 

3.100. La parábola pasa por los puntos A (0; 6) y В (4; 0) simé- 
tricamente respecto al cje de alscisas. Escribase la ecuación de la 
ри 


y conslrúyala. 
101, Fórmese la ecuación de la parábola y escríbaso lo ecuación 
de su directriz, si la parábola pasa por los puntos de intersección de la 
х y la circunferencia z? + y? — 10y = 0 y es simétrica res- 
je de ordenadas. Constrúyanse la circunferencia, la recta y la 


baso la ecuación de la tangente n la parábola 22 = бу 


11 


3.103. La cuerda del puente colgante tiene la forma de una pará- 
bola (fig. 127). Se requiere formar su ccvación respecto а los ejes de 
coordenadas señalados en la figura, si la flecha de la cuerda | ОА | = 
= 10 y la longitud del puente | BC | = 60. 


а) 322 + 4y = 12; 
шз: нү 

е) 25:8 — 9у2 = 0; 
g) 3022 + 49y? == 0; 
1) 523 — 107 + 3y? + бу +7 = 0. 


Capítulo ТУ 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO. 
POLIEDROS 


$ 45, Axiomas principales de la estereometría 


Las figuras tridimenstonales (cuerpos) más sencillas son: 
el cubo, el prisma, la pirámide, la esfera, el cono, el cilin- 
dro, etc., y sus propiedades ya se estudian en el curso de 
geometría de la escuela secundaria. Es de señalar, que al- 
gunas propiedades de las figuras tridimensionales se utiliza- 
ron_al estudiar losavectores en el capítulo I del presente 
manual. 

En este capítulo se estudia, más detalladamente que an- 
tes, la parte de la geometría relativa a la posición de las 
rectas y planos en el espacio. La parte de la geometría que 
iy dedica al estudio de las figuras situadas en el оѕрасіо, 
seRdonomina estereometría. 

Las nociones principales de la estereometría son el рип- 
to, la recta y el plano. El ospacio está constituido por un 
conjunto infinito de puntos. Las rectas y los planos constan 
de un conjunto infinito de puntos del plano y no coinciden 
con todo el espacio. 

Enunciomos los aziomas principales de la estereometría. 
Recordemos, que los axiomas son proposiciones adoptadas 
sin demostraciones. Los axiomas de la geometría son una 
abstracción de las rospectivas propiedades dol mundo real 
que nos rodea. 

Supongamos, que para cualquier plano del espacio se 
cumplan todos los axiomas, definiciones y teoremas dela 
planimetría. Supongamos, además, que son válidos los si- 
guientes axiomas de la estereometría: 

1. А través de dos puntos distintos cualesquiera se traza 
una sola recta. 

2. Si dos puntos distintos de una recta pertenecen al plano, 
todos los puntos de la recta pertenecen a este plano. 
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3. A través de tres puntos cualesquiera, que no están situa- 
dos en una misma recta, pasa uno y sólo un plano. 

4. Si dos planos distintos se cortan, entonces se interse- 
can por la recta. 

Utilizando estos axiomas, demostremos las siguientes 
afirmaciones: 

1. A través de una recta y un punto que no le pertenece 
pasa un único plano. 

2. A través de dos rectas que se intersecan pasa un único 
plano. 

О 1. Tomemos en la recta dada І dos puntos cuales- 
quiera A y B (fig. 128). Entonces, de acuerdo con el axio- 
ma 3 a través del punto dado M y los puntos A y В pasa 


Fig. 128 Fig. 129 


un solo plano р y todos los puntos de la rocta 1 pertenecen 
al plano р. Por consiguiente, el plano р pasa por la recta Г 
y por ol punto M que no le pertenece. No hay otro plano 
igual, ya que él debe pasar por tres puntos A, B, M, que 
no están situados en una misma recta y, por consiguiente, 
debe coincidir con el plano р. Ш 

2. Efectivamente, sea que las rectas 1, y lą se intersecan 
en el punto M (fig. 129). Tomemos en las rectas l, у la 
cualesquiera puntos А y B, diferentes del punto M. Entonces, 
a travós de los tres puntos А, B, M pasa un único plano р. 
En virtud del axioma 2 el plano p pasa por las rectas da- 
das L y ly. 

$ 46. Posición reciproca de las rectas 
en el espacio 


Dos puntos distintos en el espacio pueden situarse o no 
situarse en un mismo plano. Examinemos los respoctivos 


ejemplos. 
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Sea que los puntos A, В, С no se encuentran en una mis- 
ma recta, Pracemos a través de ellos el plano р y escojamos 
cierto punto 55, que no pertenece al plano р (fig. 130). 

Entonces, las rectas AB y BC están situadas en un mis- 
mo plano, o sea, en el plano p, las rectas AS у CB no se en- 
cuentran en un mismo plano. Efectivamente, зі ellas estuv: 
sen situadas en un mismo plano, también los puntos А, В, 
С, S so encontrarían en este plano, lo que es imposible, ya 
que S no está situado en el 
plano, que pasa por los pun- 
tos A, B, C. 

Dos rectas distintas que 
están situadas en un mismo 
plano y no se intersecan, se 
denominan paralelas. Las rec- 
tasj coincidentes también so 
denominan paralelas. Si las 
rectas l, y l, son paralelas, 
se escribe Һ || ly. 

De este modo, L || la, si, 
primero, existe un plano p tal 
que | =p y 1, ср у, se- 
gundo, bien 1, N &=@ o bien 

а = 1. 

Dos rectas que no están situadas en un mismo plano so 
denominan cruzadas. Es evidente, que las rectas cruzadas no 
se intersecan y son paralelas. 

Demostremos una propiedad muy importante de las rectas 
paralelas, denominada transitividad del paralelismo. 

Teorema. Si dos rectas son paralelas a la tercera, son para- 
lelas entre sí. 

O Sea que L I| la y la Ills. Es necesario demostrar que 

h da. 

Si las rectas l,, la, ly están situadas en un mismo plano, 
entonces esta afirmación fue demostrada en la planimetría. 
Supongamos que las rectas А, Ї,, lą no se encuentran en un 
mismo plano. 

Tracomos a través de las rectas 1, y 1, ol plano р, y a tra- 
vés de las rectas lą y ly, el plano pa (fig. 131). 

Es de señalar, que la recta l, contiene por lo menos un 
punto M, que no pertenece al plano p,. 

Tracemos a través de la recta 1, y el punto M el plano 
Рз, el cual se cortará con el plano pz por una cierta recta l. 
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Fig. 130 


Demostremos que l coincido con ly. Demostrémoslo, recu- 
rriendo al «método a la inversa». 

Supongamos que la recta 1 no coincide con la recta ly. 
Entonces, l interseca la recta lą en un cierto punto А. De 


Fig. 134 


aquí so deduce, que el plano p, pasa a través del punto 
А Єр, y de la recta l, с p, y, por consiguiente, coincide con 
el plano p,. Esta doducción contradice, a que el punto 
М € pa no pertenece al plano p,. 
Por consiguiente, nuestra supo- 
sición no es válida y, por lo 
tanto, 1 = ly. 

Así pues, está demostrado 
que las rectas l, y l, están situa- 
das en el mismo plano рз. De- 
mostremos que las rectas l, y ly 
no se intersecan. 

Realmente, si l, y Z, so inter- 
secaran, por ejemplo, en el pun- 
to B, el plano p, pasaría a través 
dela recta ly y del punto B € l,, 
y por consiguiente, coincidiría 
con р;, lo que es imposible. Ш 

Problema. Demostrar, que los 
ángulos con los lados codirigidos 
tienen iguales magnitudes. 
A/¿Sea aagos ¡ángulos MAN y M,A N, tienen los lados 
codirigidos: el rayo AM es codirigido con el rayo A¡M,, у 
el rayo AN está codirigido con el rayo AN, (fig. 139), 
Tracemos en los rayos AM y A,M, los segmentos AB y А,В, 
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cuyas longitudes son iguales. Entonces, 
[BB] 11144,] y | BB, | = |АА,| 
como lados opuestos del paralelogramo. 

Análogamente, tracemos en los rayos AN y A,N, los 
segmentos АС y A,C,, cuyas longitudes son iguales. Enton- 
cos, 

[CC] 144,1 y į CG, | = 144, |. 
De la transitividad dol paralelismo se deduco que [ВВ] || 
1)1CC,J. Y puesto que | BB, | = | СС, |, entonces 3B,C,C 
es un paralelogramo, y, рог lo tanto, | ВС | = 1 В.С, |. 


Por consiguiente, AABC = ЛА,В,С, у ВАС = В.,А,С,. А 


$ 47. Criterio de paralelismo 
de una recta y un plano 


Si una recta pertenece al plano o no tiene con éste ni un 
solo punto común, la recta y el plano se denominan parale- 
los, Si la recta 1 y el plano р son paralelos, escribamos / || р. 
Así pues, 1 1р, і 1сроі( р = Ø 

Demostremos еп primer término, un teorema no compli- 
cado, pero importante. 

Teorema 1. Si los planos p y q se intersecan y la recta і < q 
es paralela al plano р, 1 es paralela a la recta, que sirve de 
intersección de los planos p Y q. 

О El caso cuando 1 se encuentra en el plano p, es evi- 
dente, ya que entonces 1 = p (fl g- 

Sea que l no tiene puntos comunes соп p. Entonces, зі 
las rectas Гу 1, = p [| q se intersecaran, la recta / se interse- 
caría con el plano p, lo que contradice a la condición. Por 
consiguiente, las rectas Z y 1, son paralelas. Ш 

Demostremos ahora el siguiente criterio de paralelismo 
de una recta y un plano. 

Teorema 2. Para que la recta 1 sea paralela al plano р, 
es necesario y suficiente, que la recta 1 sea paralela a cierta 
recta situada en el plano p. 

O Señalemos que el caso cuando 1 se encuentra en el 
plano p, es evidente. Por lo tanto examinaremos sólo el caso, 
cuando ¿ no está situada en р. 

Sea que la recta Г y el plano p son paralelos (fig. 133). 
Demostremos que entonces en el plano p se liene una recta, 
paralela a la recta /. Tracemos el plano q a través de la recta 
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1 y de un cierto punto M Є p. Entonces, la recta 1 es parale- 
la a la recta А, que os la intersección de los planos р y 9. 

Demostremos ahora la afirmación recíproca: si en el pla- 
no p se tiene una recla paralela а 1, les paralela а р. 


Fig. 133 


Sea que Г es paralela a la recta l, œ р. Supongamos que 
l y p tienen un punto común Mọ. Entonces, М, pertenece 
al plano p y al plano q, en el cual están situadas las rectas 


Fig. 134 


ly 1, y, por lo tanto, Mo per- 
tenece a la recta } = pf 9, 
lo que contradice a la соп- 
dición. Por consiguiente, la 
recta Гу el plano р no tienen 
puntos comunes. 


$ 48. Planos paralelos 


Dos planos p y q se deno- 
minan paralelos, si coinciden 
o no tienen puntos comunes. 
Si p y q son paralelos, se 
escribe р || q. Así pues, р || q, 
si bien p = g o bien р q= 


=ø. 

Teorema 1. Si dos planos paralelos están cortados por el 
tercer plano, las rectas de intersección son paralelas. 

O Sea que los planos paralelos ру y рз están cortados 
por el plano 4, y sea que } = p, П g, la = pa N g (fig. 134). 
Examinemos el caso sustancial cuando p, y pa son distintos. 
En este caso, las rectas l, y 1„ no pueden tener puntos comu- 
nes, ya que su punto común también sería común para los 


planos р, Y рз. 
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Do este modo. las rectas l, y 1, están situadas en el mismo 
plano q y no tienen puntos comunes. Conforme a la defini- 
ción 1, |1 la. 

Demostremos ahora, el siguiento criterio de paralelismo 
de dos planos. 

Teorema 2. Si dos rectas paralelas que se cortan de un plano 
son paralelas respectivamente a dos rectas de otro plano, estos 
planos son paralelos. 

O Si los planos ру y pa coinciden, ontonces, de acuerdo 
a la definición, tenemos Py || Pa 

Examinemos el caso cuando р, y pa son planos distin- 
tos, Sea que las rectas a, y bi, que se cortan y pertenecen al 


Dy A ы 


Fig. 135 


plano p,, son respectivamente paralelas a las rectas as y Da, 
que se cortan y pertenecen al plano pa: а; || az y б, || da 
(fig. 135). Demostremos, utilizando «el método a la inver- 
sa», que los planos р, y Рз по se cortan. 

Supongamos que р, у ру se cortan y pif) pa — 1. Del 
criterio de paralelismo de una recta y de un plano se dedu- 
ce, que а, || po, бу Il Pa у, por lo tanto (véase el teorema 1 
del $47), az Піу b, 112, lo que es imposible, ya quo a, y bı 
se intersecan. W 

Problema. Construir el plano que pasa por el punto dado 
M paralelamente al plano dado p. 

A Tomemos en el plano p dos puntos a, y as que se cortan 
(tig. 136). Trazamos luego, a través del punto M y la rocta 
a, el plano p,, y a través del punto M y la recta az, el pla- 
no ру. Tracemos en el plano р, a través del punto M 1а 
recta b, paralelamente а la recta a. Análogamento, trace- 
mos en el plano рз a través de M Ja recta b, || а,. El plano 


q, que pasa a través de las rectas que se cortan bı, bg, será 
el buscado. A 


12° 179 


Teorema 3. A través de un punto, que no está situado en el 
plano dado, se puede trazar un solo plano, paralelo al dado. 
U Ya está demostrado, que a través del punto M, que 
no está situado en el plano p, se puede trazar el plano q || p. 
Demostremos, utilizando «el método a la inversa», que 
este plano es el único. Supongamos que a través del punto 


Fig. 136 Fig. 137 


М pasan dos planos q y q,, paralelos al plano р (fig. 137). 
Escojamos en el plano g cierto punto 2, que no pertenece al 
plano q,. Tracemos el plano г a través de los puntos M, B 
y de cierto punto A Єр. Del teorema 1 se deduce, que la 
recta а = р [| г es paralela а la recta b=qf(] r, y a la 
recta 0, = q, f r, lo que es imposiblo, ya que las reclas b 
y b, se intersecan en el punto M. Ш 


$ 49. Angulo entre las rectas en el espacio 


Soa que en el espacio ostán definidas las rectas 1 y т. 
Tracemos a través de cierto punto А del espacio las rectas 
4 112 y m Įm (fig. 138). 

Señalomos que el punto A puede ser elegido arbitraria- 
mento, on particular, puede situarse en una de las rectas da- 
das. Si las rectas Г у m se cortan, se puede tomar por punto 
A ol punto de intersección de estas rectas (entonces, l, = 1 

m, = т). 
Уа, a doler поран ай: ds de 
magnitud del mínimo de los ángulos adyacentes, formados 
por las rectas que se cortan l y т, (А || 2, т, || т). Se con- 
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sidera, que el ángulo entre las rectas paralelas es igual a 
cero. 


El ángulo entre las rectas L y т se denota @ шу. De 
la dofinición se deduce, que si él se mide on grados, enton- 


A~ 

ces 0° < (l; т) < 90°. y si se mide en radianes, 0 < 
RT 

< (Бот) < + 


Problema. Se da el cubo ABCDA,B,C/D, (fig. 139). 
Hállese el ángulo entre las roctas АВ y DC. 


h 


Fig. 138 Fig. 139 
A Las rectas AB y DC, son cruzadas, Puesto que la recta 
DC es paralela a la recta AB, de acuerdo con la definición, 


Oo 
el ángulo entre las rectas AB у DC, os igual а CDC. Por 
PX 


У 
consiguionte, (АВ; DC) = 45°. А 


Las rectas Гу т se denominan perpendiculares, si Cn = 
= > Por ejemplo. on el cubo (véase la figura 139) 1а recta 
AD, es perpendicular a las rectas DC, DCi, CC). 

$ 50. Perpendicularidad de la recta y del plano 


La recta y el plano хо denominan perpendiculares, si la 
recta es perpendicular a emalquier recta perteneciente a esto 
plano (fig. 140). 

Si la recta Г ез perpendicular al plano р. se escribo LL p- 

Es evidonto, que si una recta es perpondieular al plano, 
ella corta este plano. En efocto, si Г по corta p, E || р. Enton- 
сез, en p hay una recta Г || 2, lo que contradice a que Г 4 р. 
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Problema 1. Demuéstrese que por el punto dado M so 
puede trazar una sola recta que sea perpendicular al plano р. 

A Sea que por el punto M pasan dos rectas distintas l, 
y 1, que son perpendiculares al plano p (fig. 141). Tracemos 
a través de las rectas inter- 
secadas l у 1, el plano q y 
examinemos la recta m = 
= р{\@. Obtendremos, 
que en el plano g están tra- 
zadas dos perpendiculares 
а la recta m a través del 
punto M, lo que es impo- 
sible. Por consiguiente, 
nuestra suposición no es 
válida. A 

Demostremos, ahora, el 
criterio de perpendiculari- 
dad de la recta y del plano. 

Teorema. Si la recta es 
perpendicular a dos rectas 
intersecadas pertenecientes a 
un plano, esta recta es perpendicular al plano. 

Ol Sea que la recta NM es porpendicular a dos rectas 
intersecadas l, y lą del plano р (fig. 142). Se requiere de- 


Ed 


Fig. 141 


mostrar que la recta NM es perpendicular al plano р, es 
decir, es perpendicular a toda recta lc p. 

Tracemos a través dol punto N Є р las rectas ‚у 
de manora que 2; рд, 4 Illa y Y 12 (fig. 143). Evidente- 
mente, es suficiente demostrar que la recta NM es perpen- 
dicular a la rocta /, si ella es perpendicular a las rectas /, y l. 
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Tomemos en las rectas l y l por distintos lados del pun- 
to N cuatro puntos А, В, С, D de manera que 


ТАМ | = |BN | = [СА |= |DN |. 


El cuadrilátero ABCD será un rectángulo, además, 
| АР | = | ВС |. Luego, puesto que la recta NM es per- 


Fig. 142 


pondicular a las rectas АС у BD, entonces | МА | = 
= | MC | = | MB | = | MD | (tig. 144). De aquí se deduce 


Fig. 143 


que los triángulos ADM y BCM son congruentes (por tres 
lados). El punto Л es el contro de simetría del rectángulo 
ABCD, y, por lo tanto, | ZN |= | NK | iy 120 |= 
= | BK |, De la congruencia de los triángulos MLD y MBK 
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se deduce que | ML | = | MK |. Así pues, el triángulo 
MELK esisósceles, у | MN | es su mediana, Por consiguiente, 
la recta NM es perpendicular a la recta KL. Ш 

Problema 2. Se da el cubo ABCDA,B,C¡D, (fig. 145). De- 
muéstrese que la recta AC es perpendicular al plano de la 
sección BDD,B,. 

A Puesto que ABCD es un cuadrado, (АС) (BD). Como 
ABCDA,B,C,D, es un cubo, la recta D,D es perpendicular 


Tig. 144 Fig. 145 


al plano de la base ABCD у, por consiguiente, (0,0) 1 (АС). 
Las rectas D,D y BD se intersecan y pertenecen al plano de 
la sección BDD,B,. Según el criterio de perpendicularidad 
de la recta y del plano, la recta AC es perpendicular al plano 
BDDB,. А 


$ 51. Teorema de las tres perpendiculares 


Sea que del punto M quo no está situado en el plano p, 
está trazada la recta MN perpendicular al plano р, y cierta 
recta MK que corta el plano p, pero no es perpendicular a 
él (fig. 146). La longitud del segmento MN se denomina 
longitud de la perpendicular al plano p, que pasa por el 
punto M. 

La recta MK se denomina oblicua al plano p, y Ја recta 
NK, donde N € р y K € р, se denomina proyección do esta 
oblicua sobre el plano p. La longitud del segmento MX se 
denomina longitud de la oblicua al plano p, y la Longitud del 
segmento МК, longitud de la proyección de esta oblicua. El 
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punto de intersección de la perpendicular AN con el plano 
p se denomina base de la perpendicular, y ol punto de inter- 
sección del plano р con la oblicua, base de la oblicua. 
Tienen lugar las siguientes propiedades: 
1) la longitud de la perpendicular MN (fig. 147) al plano 
р es menor que la longitud de cualquier oblicua MK al pla- 
no p; 
2) las longitudes de las oblicuas MK y MK, al plano p 
son iguales cuando, y sólo cuando son iguales las longitudes 
de sus proyecciones sobre este plano; 


Fig. 146 Fig. 147 


3) la longitud de la oblicua MX es menor que la longi- 
tud do la oblicua MX, al plano р cuando, y sólo cuando la 
longitud de la proyección de la oblicua MX sobro el plano 
р es menor que la longitud de la proyección de la oblicua 

de 

О La propiedad 1) se deduce de quo en ol triángulo rec- 
tangular; la longitud de la hipotenusa es mayor que la 
longitud de cualquier cateto. 

La propiedad 2) se deduce de los criterios de igualdad de 
los triángulos rectangulares. De hecho, si | MX | = | MK, |, 
entonces AMNK = AMNK,, у, por lo tanto, | NK | = 
= | NK, |. Análogamente, si | МК | = | NK, |, AMNK ах 
= AMNK, y | MK | = | MK, |. 

La propiedad 3) so deduce del teorema de Pitágoras. En 
efecto, 

IMKP=|MNP+|NK р, 


ЕМЕ, P = IMN E NK, Po 
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y, por lo tanto, | MK ] < | MK, | cuando, y sólo cuando 
INK |< INK, |. 

La propiedad 1) de la oblicua y de la perpendicular al 
Plano hace natural la siguiente definición de la distancia de 
un punto al plano. 

Para cualquier punto M que no esté situado en el plano p, 
la longitud del segmento MN de la perpendicular al plano 
р, М Ep, que pasa por el punto M se denomina distancia 
del punto M al plano р. La distancia del punto M Єр al 
plano p se considera igual a cero. 

Problema 1. Los catetos del triángulo rectangular ABC 
(С = 90°) son iguales а 4 cm y 3 ст. El punto M se encuen- 
tra a la distancia de 6 cm del plano del triángulo ABC y 
a la misma distancia de todos sus vértices. Hállese la dis- 
tancia del punto M a los vértices del triángulo. 

A La distancia del punto M al plano del triángulo ABC 
es la longitud de la perpendicular trazada por el punto M a 
este plano, y las distancias del punto M a los vértices, son 
las longitudes de las respectivas oblicuas (fig. 148). Puesto 
que | МА | = | МВ | = | MC |, las longitudes de las pro- 
уессіопеѕ de estas oblicuas también son iguales. Por lo 
tanto, la base de la perpendicular MN es el punto medio de 
la hipotenusa del triángulo ABC. Del A ABC tenemos 
ГАВ |= 1/16 F 9 =5 (cm). Del д MNA tenemos | МА | = 
= 16254 6 = 3,5 (ст). А 

Teorema. Para que la recta 1 = р sea perpendicular а la 
oblicua al plano p, es necesario y suficiente que la recta 1 sea 
perpendicular a la proyección de la oblicua (en el plano p). 
М Este teorema se denomina teorema de las tre” perpendicu- 
lares. 

O Sea que (ММ)! p, (MK) es una oblicua, (NX) es una 
proyección sobre ol plano p (fig. 149). Demostremos prime- 
ramente la siguiente afirmación (suficiencia): si 11 (МК), 
11 (MK). 

Puosto que 1! (MN) y 11 (NK), en virtud del criterio 
do perpondicularidad de la recta y del plano, la recta 2 es 
perpendicular al plano MNK, y. рог lo tanto, l 1 (MK) 
(en la fig. 148 2112). 

Demostremos, ahora, la afirmación recíproca (necesidad): 
si LL (MK). 11 (NK). 

Сото 1_L(MN) y LL(MK), la recta 1 es perpendicular al 
plano MNK y, por consiguiente, І L (МК). Ш 
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Problema 2. Demuéstrese que Ja magnitud del ángulo 
entro la oblicua MX al plano p y la recta АК quo está si- 
tuada en el plano p y que pasa por el pie de la oblicua será 


© 


Fig. 148 Fig. 149 


la mínima, si (AK) es la proyección de la oblicua MX sobre 
el plano р. 

A Sea que N es la base de la perpendicular MN al plano 
р. Tracemos del punto № en el plano p la perpendicular NB 


M 


Fig. 150 


(tig. 150) a la тоска AK. Del teorema de las tres perpendicu- 
laros se deduco que (МА) 1. (А К). De los triángulos rectan- 


ON 
gularos MNK, MNB у MBK obtenemos sen MEN = 
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„°ч. 

MNI IMBI _ 225 ý 

= Гут para = Son MKB, y, por lo tanto, MEN < 
~N 


< МКВ, lo que se requiería demostrar. А Й 
El ángulo entre la oblicua Z al plano р у su proyección 
sobre este plano se denomina ángulo entre la recta l y el 


plano р y so dosigna (l; р). Si l es la oblicua a p, de acuerdo 


р 


Fig. 151 Fig. 152 
ч “һы, 
соп la definición 0 < (1; р) <<-5 . So considera que (l; p) = 0, 


ыру (0) =. ар. 
Así pues, cl ángulo entro la recta 1 y el plano р está defi- 
Ensi, 


si ol ángulo se mido en radianes y 0° < (É p) < 90°, si el 
ángulo se mide en grados. 
En la figura 151 se ve quo si 1 = (MK) os una oblicua 


nido оп todos los casos. Además, siempre 0< 


a 
al plano p, у m = (MN) os una perpendicular a р, @$ p) = 


= 5 —( т). 


Es fácil ver que esta fórmula es válida también en otros 


casos, es decir, cuando 1 [р o l p. 
Problema 3. Del vértice A del triángulo rectangular 


АВС (б = 90°) está trazada la perpendicular AD a su 
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plano. Hállese la distancia del punto D al cateto BC, si 
ÎBC | =m, |08 | = п. 

а Puesto que (АР) 1. р, (DC) es una oblicua (fig. 152) 
y (АС) es la proyección de osta oblicua sobre el plano р. 
Sogún el teorema de las tros perpendiculares (DC)_L (ВС), 
ya que (С) 1 (АС) según la condición. Del triángulo rec- 
tangular BCD hallamos: |CD | = VE т?, Eslo es la 
distancia del punto D al cateto ВС. А 


$ 52. Angulos diedros 


Recordemos, que cualquier recta Z en un plano divide 
el conjunto de todos los puntos del plano, que no pertenecen 
a esta recta, en dos conjuntos, de manera que si los puntos 
М y N porteonecen a distintos conjuntos, el segmento MN 
se corta con la recta l, y, si los puntos M y N pertenecen a 
uno до los conjuntos, entonces el segmento MN no so inter- 
seca con la recta Z. Estos conjuntos se denominan semiplanos 
abiertos con la frontera L. La unión del semiplano abierto con 
su frontora so denomina ѕетіріапо con la frontera l. 

Recordemos también que se denomina ángulo (en el pla- 
no) la figura constituida por dos rayos con un origen común 
y limitada por una parte del plano por ellos. 

Dos rayos con un origen común limitan dos ángulos con 
lados comunes. Si los lados del ángulo forman una recta, 
tal ángulo se denomina llano. 

Examinemos on ol espacio la figura Г formada por dos 
semiplanos diferentes œ y В соп una misma frontera і 
(fig. 153). Esta figura divide el conjunto do los puntos del 
espacio quo no lo pertenecen en dos partes, Н, y Ha, para 
las cuales ella es frontera común. Cada una de las figuras 
Ф = H, UT y Ф = H, UT se denomina ángulo diedro con 
la arista / y las caras с y В. 

Todos los puntos de un ángulo diedro, no pertenecientes 
a las caras, forman su región intorior. El ángulo diedro se 
denomina llano, si sus caras forman un solo plano. 

Designemos el ángulo diedro con el signo Z y con las 
lotras que indican sus caras y arista. La letra que designa la 
arista del ángulo diedro se pone entre las letras que señalan 
sus caras, por ejemplo: Zalf. A veces, el ángulo diedro se 
denota brevemente, poniendo solamente la denominación de 
la arista, por ejemplo: Zl. 
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Se da el ángulo diedro 21. Tracemos a través de un punto 
arbitrario O de la arista de este ángulo diedro el plano p 


Fig. 153 Fig. 154 


perpendicular a la arista / (fig. 154). Obtendromos ol án- 
gulo AOB 


< АОВ =p N 2 al. 


Señalemos, que la magnitud de este ángulo no depende de 
la posición del punto О en la arista I. De hecho, si en la 
arista l escogemos otro pun- 
to O, y trazamos otro plano p, 
perpendicular a la arista /, 
la magnitud del ángulo 4,0,B, 
será igual a la magnitud del 
ángulo AOB (fig. 155), ya que 
éstos son ángulos con lados 
codirigidos. 

El ángulo, que es la inter- 
sección del ángulo diedro por 
un plano perpendicular a su 
arista, se denomina ángulo 
lineal del ángulo diedro. De 

EA la definición se deduce, que 
los lados del ángulo lineal 
son perpendiculares a la arista del ángulo diedro. 
denomina magnitud del ángulo diedro la magnitud de 
su ángulo lineal. La magnitud del ángulo diedro alf se desig- 


PO, HEN A 
na con «$ por ejemplo, 218 = 30°, alẹ = 45°, ete. 


El ángulo diedro se denomina agudo, recto u obtuso en 
función de que su ángulo lineal sea agudo, recto u obtuso. 
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Es de señalar, que cualesquiera dos planos р y g que se 
cortan dividen el conjunto de Lodos los puntos del espacio, 
no pertenecientes a estos planos, en cuatro conjuntos que no 
se intersecan. Cada una de estas partes se encuentra dentro 
del ángulo diedro respectivo. La magnitud del menor de estos 
cuatro ángulos diedros se denomina ángulo entre los planos 


м, 
intersecados dados p, q y se designa соп (р; 4). El ángulo 
entre dos planos paralelos se considera igual a 0°. 

De la definición se deduce que 


ZN 
0' < (р; q) < 90°. 


$ 53. Planos perpendiculares 


Dos planos se denominan perpendiculares, si el ángulo 
entre estos planos es recto. Si los planos р y 9 son perpendi- 
culares, se escribe p L g. 


„> 


Demostremos el siguiente criterio de perpendicularidad 
de los planos. 

Teorema. Si un plano pasa a través de una perpendicular 
a otro plano, estos planos son perpendiculares, 

С] Sea que la recta Z está situada on el plano p y os per- 
pendicular al plano g. Demostremos que pg (fig. 156). 

Tracemos a través del punto Y = 1 f) g on el plano q la 
recta NM perpendicular a la recta Æ == р flg. Entonces, 
LLNM será el ángulo lineal del ángulo diedro formado por 
los planos p y g. Puesto que 11 q, este ángulo es recto. Por 
consiguiente, р 1 q. $ 

Problema. Se da el cubo ABCDA,B,C|D, en el cual está 
construida la sección diagonal BB,D,D (véase fig. 145). 


191 


Demuéstreso que el plano de la sección diagonal y el plano 
de la base del cubo son perpendicularies. 

2 El plano BB,D,D pasa a través de la recta (D,D) que 
es perpendicular al plano de la base del cubo; por lo tanto, 
según el teorema demostrado el plano de la sección diagonal 
y el plano de la base del cubo son perpendiculares. A 


$ 54, Proyección ortogonal de las figuras 


Examinomos un cierto plano р y el punto M. Se deno- 
mina proyección ortogonal del punto M sobre el plano p la 
base Мо de la perpendicular al plano p trazada a través 


— 


Fig. 457 Fig. 158 


del punto M (fig. 157). En oste caso, el plano p se denomina 
plano de proyección. 

Existe una única perpendicular al plano p trazada a tra- 
vés dol punto dado. Por lo tanto, para cada punto del езра- 
cio existe una única proyección ortogonal Mo do este punto 
sobre el plano dado. En particular, si M Єр, Ma = М. 

En adelante, para ser más breves, hablando sobre proyec- 
ciones ortogonales, vamos a usar habitualmente el término 
«proyección», omitiondo la palabra «ortogonal». 

Se denomina proyección de la recta 1 sobre el plano p el 
conjunto de puntos del plano p que son las proyecciones 
de los puntos de esta recta. 

Examinemos algunas propiedades de las proyecciones de 
las rectas sobre el plano. 

1) Si la recta Z no es perpendicular al plano de proyección, 
su proyección sobre este plano es una recta. 
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D Si la recta Г está situada en el plano p, esta afirmación 
es evidento. 

Sea que la recta 1 no está situada en el plano p, y sea 
que Me es la proyección del punto M, que pertenece a 1 
y no pertenece a p, sobre el plano p (fig. 158). Tracemos el 
plano q a través do las rectas l у ММ. 

Los planos p y q son perpendiculares según el criterio de 
perpondicularidad do los planos. Por consiguiente, Ja recta 
l, = p дез la proyección de la recta Г sobre el plano р.Ш 


"А 


Fig. 150 


Do aquí se deduce quo Jas proyecciones del rayo y del 
segmento (que no son perpendiculares al plano р) represen- 
tan un rayo y un segmento, respectivamonto, Si l es una 
perpendicular a p, entonces, según la definición, la proyec- 
ción de l sobre p será un punto (el punto de intersección 
de la recta Г y el plano p). 

De esta propiedad se deduce, que la definición general de 
la proyección de una recta sobre el plano no contradice a la 
definición de la proyección de una oblicua sobre el plano. 

2) Si la rocta Г ез paralela al plano de proyección, enton- 
ces también es paralela a la recta 1, que es su proyección. 

O Realmente, al trazar el plano g (fig. 159) a través de 
las rectas Г y l, obtendremos l = q f) р. Por consiguiente, 
212. Шш 

De aquí resulta, que la proyección de un segmento, pa- 
ralelo al plano de proyección, es un segmento congruento 
al dado. 

3) La proyección do dos rectas paralelas, que no son 
еназа al plano de proyección, son las rectas para- 
lelas. 
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O Sea que ol plano g pasa a través de la recta Г y do su 
proyección l’, y qı, a través de la recta 1, y de su proyección 
i; (tig. 160). Los planos g y q, son paralelos, ya que son per- 
pondiculares al plano р y pasan a través de las rectas parale- 
las Z y 1. Pero entonces, también / ||}; como rectas de 
intersección de los planos paralelos q, q, por el pla- 
по p.M 
De aquí se deduce que las proyecciones de las rectas in- 
tersecadas (que no están situadas en un plano perpendicular 
al plano p) se cortan. 

4) La razón de las longitudes de las proyecciones do dos 
segmentos paralelos, que no son perpendiculares al plano do 

proyección, sobre un plano 
dado, es igual a la razón 
do las longitudes de los 

segmentos а proyeclar, 
O En voz de los segmentos 
dados pueden ser examina- 
dos los segmentos con- 
gruentes a ellos, situados en 
una misma recla. Como la 
recta y su proyección por- 
tenecen al mismo plano, la 
Fig. 160 afirmación a demostrar se 
deduco del teorema sobre 

los segmentos proporcionales en ol plano. W 

Se denomina proyección de la figura F sobre el plano р 
el conjunto de puntos, que són proyecciones do los puntos de 
la figura F sobre este plano. 

Problema 1. Represéntese la proyección del triángulo 
ABC sobre el plano dado p. 

A Si el plano dol ДАВС (p,) no es perpendicular al pla- 
no p, la proyección del triángulo ABC sobro este plano será 
cierto triángulo А,В,С, (la proyección del segmento es un 
segmonto) (fig. 161). 

Si p, -L p, la proyección del triángulo dado ABC sobre 
el plano p será el segmento A,C, (fig. 162). 

Si р, Їр, la proyección del ДАВС sobre el plano p sorá 
DAB,C, = ЛАВС А. 

Problema 2. Una de las diagonales del rombo ABCD es 
porpendicular al plano dado p. ¿Cuál es la proyección de 
dicho rombo sobre este plano? 

A Sea que [BD]_1 p (fig. 163). 
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Entonces, el plano del rombo ABCD (py) es perpendicu- 


lar al plano p, y la proyección 14,C,] de la diagonal AC 
portenecerá а l= p, р. 


Fig. 161 Fig. 162 


Según la propiedad del rombo [AC] 1 IBD], de acuerdo 
con la condición (BD)_L p; según la definición de la recta, 
perpendicular al plano, (BD) 1 1. Entonces, los puntos B, 


Fig. 103 


D y el punto O de intersección de las diagonales se proyectan 
en el punto B, (D,) del segmento A,C,. Рог lo tanto, la 
proyección del rombo ABCD sobre el plano p es ol seg- 
mento 4,С,. А 
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$ 55. Area de la proyección de un polígono 


Recordemos, que se donomina ángulo entre la recta y el 
plano el ángulo entre la recta dada y su proyección en el 
plano (fig. 164). 

Teorema. £l área de la proyección ortogonal de un polí- 
gono sobre el plano es igual al área del polígono a proyectar, 
multiplicado por el coseno del ángulo, formado por el plano 
del polígono y el plano de la proyección. 


A 
£ | 


Fig. 164 Fig. 165 


D Todo polígono puede sor dividido en triángulos, cuya 
suma de las áreas es igual al área del polígono. Por lo tanto, 
es suficiente demostrar el teorema para el triángulo. 

Sea que ДАВС se proyecta sobre el plano p. Examine- 
mos dos casos: а) uno de los lados del ЛАВС es paralelo al 
plano p; b) ninguno de los lados del AABC es paralelo a p. 

Examinemos el primer caso: sea que [АВ] || p- 

Tracemos a través do (АВ) el plano p; || p y proyectemos 
ortogonalmente AABC sobre p, y sobre p (fig. 165); obten- 
dromos ЛАВС, y AA'B'C'. Según la propiedad de la pro- 
yección tenemos que ДАВС, гє AA'B'C” y, рог lo tanto 


8, анс = ХА А'вес'- 
Tracemos [CD,1L[AB] y cl segmento D,C,. Entonces, 
СУ 
[D,C1L14B] у CD,C, = Ф es la magnitud del ángulo entre 
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el plano del AABC y el plano ру. Por lo tanto, 
4 4 
Soano =-у ТАВ |-| СР, |=--| АВ |-| CD, -cos = 


=S, Anc Cos q, 


y, por consiguiente, Saase = S aa pe COS Ф. 

Estudiemos el segundo caso. Tracemos el plano ру || p 
por aquel vértice del ДАВС, cuya distancia al plano р 
оз la mínima (supongamos que es el vértice А). Proyoctemos 


Ay 


Fig. 166 Pig. 107 


el AABC sobre los planos р, y p (fig. 166]; sean sus proyoc- 
ciones respectivamente ДАВ, С, y A4'B'C”. Sea que (ВС) N 
N pı = Р. Entonces 


Ra NBC 


Sasamo: = 8 apa — Sa Арт = 
=(S, Арс —Sa ann) боз Ф = 5. АвссовФ. щ 


Problema. Por el lado de la base deun prisma triangular 
regular está trazado un plano bajo el ángulo Ф == 30° respec- 
to al plano de su base. Hállese el área de la sección formada, 
si el lado de la base del prisma a = 6 cm. 

Hustremos la sección del prisma dado (fig. 167). 
Puesto que el prisma es regular, sus aristas laterales son 
perpendicularos al plano de la base. Esto quiere decir, quo 
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ЛАВС ез la proyección del ДАРС, por lo tanto 


Saane _ а-а УЗ 


Saane =— oop сов 


6-6: V3 
Ss ave = =18 (ст). А 


$ 56. Angulos triedros y poliedros 


Sean dados el ДАВС y el punto S, que no pertenece al 
plano del triángulo (fig. 168). Se denomina ángulo triedro 
la agrupación de todos los rayos, que tienen un origen co- 
mún en el punto $ y cortan el triángulo dado (fig. 169). El 


"5 
в 
<1 / 
Fíg. 168 Fig. 169 


punto S se denomina vértice del ángulo triedro, y los rayos 
SA, SB, SC, sus aristas. Los ángulos ASB, BSC, CSA se 
denominan caras del ángulo triedro o sus ángulos planos. 
La magnitud de cada uno de ellos pertenoco al intervalo 
10°; 180%. 

En general, si se dan el polígono АВС ... N y el punto 
$, que no pertenece al plano del polígono, entonces la unión 
de todos los rayos que tienen su origen común en el punto 5 
y cortan el polígono dado (fig. 170), se donomina ángulo 
poliedro. El punto 5 se donomina vértice del ángulo poliedro, 
los rayos SA, SB, ..., SN, sus aristas. Los ángulos ASB, 
BSC, ..., se denominan caras del ángulo poliedro o sus 
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ángulos planos; la magnitud de cada uno de sus ángulos pla- 
nos pertenece al intervalo 10°; 180%. Los ángulos poliedros 
se denominan triedros, tetraedros, etc, en [unción del número 
de caras. El ángulo poliedro se designa bien con una letra, 
que denota el vértice, o bien con varias letras que señalan 
el vértico y los puntos en cada arista. 

El ángnlo poliedro se denomina convexo, si se encuentra 
por un lado del plano de cada una de sus caras. De lo con- 
Lrario, el ángulo poliedro se denomina no convezo. En la 
figura 171 está presentado un ángulo pentaedro no convexo. 


Fig. 470 


El ángulo poliedro convexo se denomina regular, si todas 
sus caras y todos sus ángulos diedros son congruentes. 

Examinemos las propiedades de los ángulos triedros 
y poliedros planos. 

Teorema 1. La magnitud de cada ángulo plano de un 
ángulo triedro es menor que la suma de las magnitudes de sus 
otros dos ángulos planos. 

O Sea que se da el ángulo de tres caras SABC. Designo- 
mos соп a, В. y (fig. 172) las magnitudes de sus ángulos 
planos. Sea que y es la máxima. Es suficionte demostrar que 
y<a + В. 

“Tracemos en el plano de la сага ASB el rayo SM de 


La EN 
manera que А$М = ASC = В. Sea que N es el punto 
de intersección del segmento AB y el rayo SM. Tracemos 
en el rayo SC tal segmento SD, que | SD | = |SN |. Enton- 
са AASD = AASN por dos lados y por el ángulo entre 
ellos. 
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En el AADB 
JAD|+IDB|>/48 |, 
y según la construcción 
ЇАВ | = [АУ |+ 18 | y 140 [= [АА Ll 
Por consiguiente, | DB |> | ҮР |. 


Exprosemos, ahora, | DB | y [BN | de los triángulos 
BSD y BSN, aplicando el teorema del coseno: 


180 |2 = |85 |24 | DS 2—2 | BS |-| DS |-coso, 
к 
| BN |2 | BS [24 | NS [2-2] BS | -cos ÑSB. 
Puesto que | DS | = | NS | y | DB |> | NB |, cosa < 
Су 
< cos NSB, y, por lo Llanto, NSB <a. Entonces, 
COS ‚^ч. 
ASN+4NSB<aA+pP ó ү<=-+0. m 


Dol toorema demostrado se deduce diroctamente, que la 
magnitud de cada ángulo plano de un ángulo triedro es mayor 


Fig. 172 Fig. 178 


que la diferencia do las magnitudes de sus otros dos ángulos 
Planos, por ejemplo, a >y — В. B >y—a. 
Teorema 2. La suma de las magnitudes de todos los tres 
ángulos planos de un ángulo triedro es menor de 360°. 
O Sea que se da el ángulo triodro SABC (fig. 173). Si 
a través de los puntos A, B, С se traza un plano, obten- 
dremos otros tres ángulos triedros: ASBC, BSAC y CSAB. 
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Apliquemos a cada uno de ellos el teorema de la suma 
de las magnitudes de dos ángulos planos del ángulo triedro: 
Co °ч He ^ч. PE Oo 
SAB+SAC>BAC, SBC+SBA> АВС, 
PASS ES 
SCA + 8СВ > АСВ. 


Sumando término a término estas desigualdades, obten- 
dremos 


PES ES o E С. GAS #= 
SAB+SACH+SBCHSBA+SCA+SCH > 


AA эз Zo 
> BAC + АВС + АСВ, 


y puosto que la suma de las magnitudes de los ángulos 
interiores dol triángulo es igual a 180°, entoncos 


es а. ыйы (бы 
(AČ + SCA) + ($СВ-- 8#В©у-„ (SAB -+ SBA) >180°. (1) 


AN Za JN 
Designemos ASC = а, BSC = B, ASB = y, entoncos 
de los triángulos ASC, ASR., BSC tenemos 


ÓN ~N 
ŚCÀ + SAC=180"—a, 
Zo Po 
SCB + 5В0 =180—ß, 
“o Js 
SAB 4- #ВА = 180° — +. 
Ahora, la desigualdad (1) loma la forma 
180” — а + 180° — B + 180° — y > 180°, 
de donde resulta que 
а + 6 + у < 360°. m 
Dividiendo el ángulo poliedro convexo оп ángulos triedros, 
se puede demostrar la siguiente afirmación. 
La suma de las magnitudes de todos los ángulos planos 
del ángulo poliedro convezo es menor de 360°, y cada ángulo 


plano es menor que la suma de los demás ángulos planos. 
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$ 57. Prisma 


Si a través de cada punto de una línea quobrada plana 
so trazan rectas, que sean paralelas a la dirocción dada, la 
cual no es paralela al plano de la línea quebrada, obtenedre- 
mos una superficie prismática infinita (fig. 174). 

Si a través de cada punto de un polígono se trazan rectas 
que sean paralelas a la dirección dada, la cual no es paralela 
al plano del polígono, obtendremos un prisma infinito. 


Fig. 174 Fig. 175 


Dos planos paralolos cualesquiera, que по son paralelos a la 
dirección elegida, cortan de ella un polígono denominado 
prisma (fig. 175). Las partes de los planos paralelos, cortados 
por una suporficie prismática, se donominan bases del prisma. 

Las caras laterales del prisma representan paralologra- 
mos, y su unión constituyo la superficie lateral del prisma. 
Los lados comunes do los paralelogramos se denominan 
aristas laterales del prisma, y los lados de la base se denomi- 
nan_a voces aristas de la base. 

Los prismas se denominan triangulares, cuadrangulares, 
pentagonales, n-angulares en función del número de vérticos 
del polígono quo forma la base (fig. 176). El segmento 
que une dos vértices del prisma, no situados en una misma 
cara, se denomina diagonal del prisma. Es evidente, que el 
prisma triangular no tiene diagonales. Aplicando el método 
de inducción matomática se puede demostrar, que el número 
de diagonales del prisma n-angular es igual a n (n — 3). 
Por ejemplo, el prisma cuadrangular tiene 4-(4 — 3) 
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(fig. 177), en tanto que el pentagonal, 5-(5 — 3) = 10, 
diagonales. El plano que pasa por dos aristas latorales del 
prisma, no situadas en una misma cara, se denomina plano 


DN 


diagonal (fig. 178). El sogmento de una perpendicular, 
trazado de un punto cualquiera de la base superior al 
plano do la base inferior, se denomina altura del prisma. 
El prisma, cuyas aristas laterales son perpendiculares a los 
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Fig. 177 


planos de las basos, se denomina recto (fig. 179). Si las 
aristas laterales del prisma no son perpendiculares a los 
planos de las bases, el prisma se denomina oblicuo. El 
prisma recto, que tiene por base un polígono regular, se 
denomina regular. 

Se denomina sección perpendicular del prisma (fig. 180), 
la proyección de las basos de éste sobre el plano perpendicular 
a las aristas del prisma. Es evidente, que la sección perpendi- 
cular dol prisma es un polígono, que se obtiene en la sección 
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del prisma infinito correspondiente, por un plano perpendi- 
cular a las aristas del prisma. 

Teorema. El área de la superficie lateral del prisma es 
igual al producto del perímetro de la sección perpendicular 


Fig. 178 Fig. 179 


por la longitud de la arista lateral del prisma, es decir, 
Sim. = P-L, 


donde P es el perimetro de la sección perpendicular, y l, la 
longitud de la arista lateral. 


С, 
Ра 7а 
м => 
A 25м в 
B 
A 


Fig. 180 Fig. 181 


O Hagamos la demostración para el prisma triangular 
(véase fig. 180). 

Sen que A'/3'C” es una sece: 
dado. Puesto que (A'B) 1 (B. 


п perpendicular del prisma 
1), ТАВ") es la altura del 
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paralelogramo 4BRB,A,. Su área es igual a 


A'B' |-1. 


Sanma = 


Análogamente, 
Succum= IBC, ассум =, А'С' 1-1. 
Рог consignionte, 
Swe = (1AB |H ВС" |+ WC l= ?.1. Ш 


Se denomina paralelepipedo el prisma quo tiene por base 
un paralelogramo. De la definición se deduco, que todas las 
caras del paralolepípcdo son paralelogramos (fig. 181). Para 


Fig. 182 


el paralelepípedo os válido el siguiento teorema: el punto 
medio de la diagonal del paralelepipedo es su centro de sime- 
tria. De este teorema se deduce quo las caras opuestas del 
paralelepípedo son congrnontos de dos en dos y paralelas, 
y todas las diagonales del paralelepípedo se intersecan en un 
Punto, que las divide por la mitad (fig. 182 

So donomina recto, el paralelepípodo cuyas aristas late- 
rales son perpendicularos al plano de su base. Las caras lato- 
rales del paralelepípedo recto son polígonos (fig. 183). Se 
denomina paralelepipedo rectangular, el paralelepípedo recto, 
cuyas bases son rectángulos. Todas las caras del paralelopí- 
pedo rectangular son rectángulos. Se denomina cubo, el 
paralelepípedo rectangular, cuyas tres aristas procedentes 
de un mismo vértice son congruentes. Así puos, todas la caras 
del cubo son cuadrados congruentos. 
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$ 58. Pirámide y pirámide truncada 


El lector ya tiene una idea sobre la pirámide, del curso 
de geometría del octavo grado. Recordemos, cómo se puede 
construir una pirámide. Construyamos en el plano p un 
polígono cualquiera, por ejem- 
plo, el pentágono ABCDE. 
Tomemos el punto 5 fuera 
del plano p. Al unir por me- 
dio de segmentos el punto 5 
con todos los puntos del polí- 
gono, obtendremos la pirámi- 
de SABCDE (fig. 184). El 
punto S se denomina vértice, 
y el polígono ABCDE, base 
de esta pirámide, De este mo- 
do, la pirámide con el vérti- 
co S y la baso ABCDE es una 
unión de todos los segmentos 
ISM), donde M € ABCDE. 

Los triángulos SAB, SBC, SCD, SDE, SEA se deno- 
minan caras laterales de la pirámide, los lados comunes de 
las caras laterales SA, SB, SC, SD, SE se denominan 
aristas laterales. 


s 


Fig. 185 


Las pirámides se denominan triángulares, cuadrangulares, 
n-angulares en función del número de lados de la base. 
En la figura 185 están ilustradas las pirámides triangular, 
cuadrangular, hexagonal. 

El plano que pasa a través del vértice de la pirámide 
y de la diagonal de la base se denomina diagonal, y la sección 
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obtenida, socción diagonal. En la figura 186 una de las 
secciones diagonales de la pirámide hexagonal está rayada. 

Se denomina altura de la pirámide el segmento de la per- 
pendicular trazado a través del vértice de la pirámide al 
plano de su base (los extremos de este segmento son el vértice 
de la pirámide y la base de la perpendicular). 

La pirámide se denomina regular, si la base de la pirámido 
es un polígono regular y el vértice de la pirámide se proyecta 
a su centro. 

Todas las caras laterales de la pirámide regular son 
triángulos isósceles congrnontos. Todas las caras laterales 
do la pirámide regular son congruentes. 

La altura do la cara lateral de la pirámide regular trazada 
de su vértico so donomina apotema de una pirámide. Todas 
las apotemas do la pirámide regular son congruentes. 

Si designamos un lado de la base con a, y la apotema, 
con hol йтоа do una cara lateral de la pirámido es igual 
a +. 

La suma do las áreas de todas las caras laterales de la 
pirámide se denomina área de la superficie lateral de la 
pirámide y se designa con Sya: 

Puesto que la superficie lateral de la pirámide regular 
consta de z caras congruentes, entonces 

8ш аһа ==, 
donde Р es el perímetro de la baso do la pirámide. Por consi- 
guiento, 


Ph 
Sum, 


es docir, el área de la superficie lateral de la pirámide regular 
es igual a la mitad del producto del perímetro de la base por 
la apotema. 

El área de la superficie total de la pirámido se calcula 
según la fórmula 


S= Shas + ав. 


El volumen de la picámide es igual a un tercio del pro- 
ducto del área de su base Spas por la altura H: 


1 
V==3 5. 
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La deducción de esta y de algunas otras fórmulas so dará 
en uno do los capítulos posteriores. 

Construyamos ahora una pirámide, por otro método. Sea 
dado un ángulo poliedro, por ejemplo, de cinco caras con el 
vértice S (fig. 187). Tracemos el plano р de manera quo in- 
torsequo todas Jas aristas del ángulo poliedro dado en distin- 
tos puntos А, В, C, D, E (fig. 188). Entonces, la pirámide 


Fig. 186 Fig. 187 


SABCDE puede ser considerada como la intersección del 
ángulo poliedro y el semiespacio con la frontera р, que con- 
tieno ol vértice S. 

Es evidente que ol número de todas las caras de la pirá- 
mido puede ser arbitrario, pero no menor de cuatro. Cuando el 
ángulo triedro se corta por un plano, obtenemos una pirá- 
mido triangular de cuatro caras. Cualquier pirámide triangu- 
lar se denomina a veces tetraedro. 

La pirámide truncada puede ser obtenida, si la pirámide 
se corta por un plano paralolo al plano de la base. En la 
figura 189 se ofrece una pirámide cuadrangular truncada. 

Las pirámidos truncadas se denominan también triangu- 
lares, cuadrangulares, n-angulares en función del número de 
los lados do la base. De la construcción de la pirámide trun- 
cada se deduce que ella tiene dos bases: superior o inferior. 
Las bases de la pirámide truncada reprosentan dos poliedros 
cuyos lados son paralelos de dos en dos. Las caras Jaterales 
de la pirámide truncada representan trapecios. 

Se denomina altura de la pirámide truncada el segmento 
de una perpendicular trazado de un punto cualquiera de la 
base superior al plano de la base inferior. 
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Se denomina pirámide truncada regular la parte de la 
pirámide regular, comprendida entre la base y el plano de la 
sección paralelo a la base. La altura de la cara lateral de 
la pirámide truncada regular (del trapecio) se denomina 
apotema. 

Se puede demostrar que las aristas laterales do la pirámide 
truncada regular son congruentes, así como todas las caras 
laterales y todas las apotemas. 


N 
AIN 


Si en la pirámido n-angular truncada regular se designan 
con a y bn las Jongitudes de los lados de las base; superior 
e inforior y con Л, la longitud de la apotema, el área de cada 
cara lateral de la pirámide es igual a 


+ (a+ bm) ho 


La suma de las áreas de todas las caras laterales de la 
pirámido зе denomina área de su superficie lateral y se designa 
соп Sia Es ovidento, que para la pirámide n-angular 
truncada regular 


4 


Su= (a+ bnn. 


Puesto que na = Р y nb, = P, son los porímetros de 
las bases de la pirámido truncada, 


Su=F(P+P)h, 
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es decir, el área de la superficie lateral de la pirámide truncada 
regular es igual a la mitad del producto de la suma de los 
perímetros de sus bases por la 
s apotema, 
Teorema. Si la pirámide se 
torta con un plano paralelo a la 
base, 


4) las aristas laterales y la 
Ау @ altura se dividirán en partes pro- 
porcionales, 

2) en la sección se obtendrá un 
polígono semejante a la base; 

3) las áreas de la sección y de 
la base se relacionan como los 
cuadrados de sus distancias del 
vértice. 

O Es suficiente demostrar el 
а элк para la pirámide trian- 

á ular, 

Fig.:190 R Puesto que los planos para- 
lelos se cortan por un tercer 
plano por las rectas paralelas, entonces (АВ) || (4,21), 
(BC) | (В.С), (АС) || (4,C,) (fig. 190). 

Las rectas paralolas dividen los lados del ángulo en 
partes proporcionales, y por lo tanto, 


1541 15081 _ 1561, 
1S4 150 156,1 


por consiguiente, ASAB ASAB, y 


LAB 1 _ зв, 
14181 1 EZZ 
ASBC оо SB,C, y 
всі _ 1581 _ 18SC1 
ТС 158,1 Т5," 
Así pues, 
1481 1801 _ \АС\ 


TAB 1б] TAC T" 


Los respectivos ángulos de los triángulos ABC у A1B,C, 
son congruentes, como ángulos con lados paralelos e igual- 
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mente dirigidos. Por lo tanto 
AABC со д А,В\С,. 


Las áreas de los triángulos semojantes se relacionan como 
los cuadrados de los lados respectivos: 


Sanc _ 1481 
Same ТА 1° 
рего 
АВ ISHI 


ТАБ isie 
Por consiguiente, 


Sapo ISH y 
Samo, 1SH 18" 


$ 59 °. Poliedros 


La mayoría de los minerales tienen una estructura crista- 
lina en forma de diversos poliedros. 

Desde los tiempos más antiguos en la creación técnica 
del hombre predominan las formas espaciales más sencillas, 
o sea, los poliedros; sirven de ojomplo las pirámides de 
Egipto, numerosas torres, edificios y distintas obras de inge- 
nicría. 

Domos la definición general del poliedro convexo. 

El conjunto de puntos del espacio se denomina acotado, 
si existe tal número M, que | AB |< М para cualesquiera 
puntos А y B de este conjunto. 

Ejemplos de conjuntos acotados son la esfera, el cilindro, 
el cono, la pirámide, el prisma; cualquier conjunto de puntos 
del especio, que es una unión o intersección del número 
finito de los conjuntos anteriormente citados, también sorá, 
evidentemente, un conjunto acotado. 

El punto M dol espacio se denomina punto de frontera 
del conjunto, si en cualquier esfera con el centro en el punto 
М se comprenden tanto los puntos pertenecientes a este соп- 
junto, como los no pertenecientes. El conjunto de todos los 
puntos de frontera del conjunto dado se denomina su fron- 
tera, 

El conjunto se denomina cerrado, si contiene todos los 
puntos de frontera. El conjunto se denomina abierto, si no 
le pertenece ninguno de los puntos de frontera. 
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Ejomplos de conjuntos cerrados son el semiespacio, el 
ángulo diedro y la esfera. Las fronteras de estos conjuntos 
son el plano, la unión de dos semiplanos y la esfera respecti- 
vamente. 

El conjunto de puntos del espacio se denomina convezo, 
si para dos de sus puntos cualesquiera, el segmento que les 
une pertenece a esto conjunto. 

Ejemplos de conjuntos convexos son la osfora, el cilindro, 
la pirámide triangular, el semiplano, el ángulo triedro. 
De ellos la esfera, el cilindro y la pirámide triangular son, 
además, conjuntos acotados. El semiplano y el ángulo diedro 
son conjuntos no acotados. 

El conjunto abierto, acotado convexo de ios puntos del 
espacio se denomina poliedro abierto convexo, si su frontera 
es una unión de un número finito de los polígonos denomi- 
nados caras del poliedro dado. 

La unión del poliedro abierto convexo y de su frontera 
se denomina poliedro cerrado convexo o simplemente poliedro 
convezo, 

La frontera del poliedro se denomina superficie del po- 
liedro. El área de la рә del poliedro es igual a la 
suma de las áreas de todas sus caras. 


$ 60 *. Poliedros regulares 


El poliedro convexo se denomina regular, si todas sus 
caras son poliedros regulares congruentes, y todos sus ángulos 
poliedros son congruentes y regulares. 

De la definición se deduce, que todos los ángulos diedros 
del poliedro regular son congruentes, así como son congruen- 
tes todos los ángulos planos y todas sus aristas. Se puede 
demostrar el teorema: 

En cualquier poliedro regular se puede inscribir una esfera 
y alrededor de cualquier poliedro regular se puede circunscribir 
una esfera, además, los centros de estas esferas coinciden. 

El centro común de las esferas inscrita y circunscrita 
dol poliedro regular se denomina centro de este poliedro. 

La frontera del poliedro regular es la superficie cerrada, 
que representa la unión do todas sus caras. 

Los poliedros regulares eran conocidos ya en la Grecia 
Antigua (en el siglo V a.n.e.). Fueron mencionados por pri- 
mera vez por Platón, desde entonces obtuvieron el título de 
los cinco cuerpos de Platón. El famoso libro «Principios» 
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do Euclides comenzaba por la descripción de la construcción 
dol triángulo regular y terminaba con la descripción do los 
cinco “cuerpos poliedros regulares. 

Hasta hoy día los poliodros regulares han conservado 
sus denominaciones griegas. 

1. El cubo. Sea que en el sistema rectangular de coorde- 
nadas Отуз están definidos ‘рог medio de sus ecuaciones seis 


As, Ds 


Fig. 191 Fig. 192 


planos: 1=0 y =з = а, у = 0 y y=a,2=0y2=a 
Examinemos la intersección de seis semiplanos: = >> 0. 
<a y>0, y <a, 2>0:<a. 

Es fácil ver que el cubo ABCDA,B,C,D, (fig. 191) es 
la intersección de los seis semiplanos. La frontera de este 
poliedro está constituida por seis cuadrados congruentes; 
los ángulos poliedros son en cada vértice triedros y congruen- 
tes, así como son también congruentes todos sus ángulos 
planos y todos los ángulos diedros. Por consiguiente, el 
poliedro obtenido es regular y se denomina hexaedro regular 
(denominación griega) о cubo. Es de señalar que cualquier 
paralelepípedo os un hexaedro. 

2. Tetraedro regular. Los vértices A, Ву, С, D, del cubo 
ABCDA¡B,C¡D, no están situados en un mismo plano y, por 
consiguiente, son vértices de cierto tetraedro. Ёз fácil ver, 
que los cuatro triángulos regulares congruentes (fig. 192) 
son frontera dol tetraedro ohtenido AB,CD, 


ЛАВЏС =AACD, =MAD,B, =0B,CD, 
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(ya que todos sus lados representan diagonales de los cuadra- 
dos congruentes). Los ángulos poliedros оп cada vértice del 
tetraedro son triedros y congruentes; también son congruentes 
todos los ángulos planos y todos los ángulos diedros. Por 
consiguiente, el poliedro obtenido es regular y se denomina 
tetraedro regular. 

3. Octaedro regular. Construyamos en un sistema roctan- 
gular de coordenadas seis puntos: А (a; 0; 0), В (0; a; 0), 


Fig. 193 Fig. 194 


C (—a; 0; 0), Р (0; —a; 0), М (0; 0; a) y N(0; 
Cada terna de puntos (M, A, B), (M, B, C), (M, C, D), 
(M, D, A), (N, A, B), (N, В, С), (N, C, D) y (N, D, А) 
define un plano (fig. 193). 
El octaedro MABCDN será la intersección de ocho 
semioespacios, limitados por los planos (МАВ), (MBC), ..., 
г. (NDA), que contienen el punto O. Su frontera consta 
de ocho triángulos regulares congruentes (sus lados son 
congruentes como las hipotenusas de los triángulos rectangu- 
lares congruentes). Todos sus ángulos poliedros son de cuatro 
caras, rogulares y congrnentos. Por consiguionto, el octacdro 
obtenido os regular. 'Fal octacdro se denomina octaedro 
regular (coctaedro» si са «poliedro de ocho caras trian- 
gularos»). Existen también octaedros no regulares, por ejem- 
plo, la bipirámide cuadrangular regular (fig. 194) (todas las 
caras de la bipirámide cuadrangular regular son triángulos 
isóscoles). 
á. Icosaedro regular. La frontera de este poliedro está 
constituida por veinte triángulos regulares congruentes 
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—а). 


(tig. 195). El icosacdro regular tiene doce ángulos de cinco 
caras regulares congruentes. Todos sus ángulos diedros son 
congruentes, así como todos sus ángulos planos (sicosaedro» 
traducido del griego quiere decir «poliedro de veinte caras»). 

5. Dodecaedro regular. La frontera de este poliedro está 
constituida ¡or doce pentágonos regulares congruentes 


(fig. 196). El dodecaodro regular tiene veinte ángulos trie- 
dros regulares congruentes. Todos sus ángulos diedros son 
congruentes, así como son congruentes todos los ángulos 
planos («lodecaedro» traducido del griego significa «poliedro 
de doce caras»). 

Está demostrado que existen sólo cinco poliedros conve- 
xos regulares. 


Problemas para el capítulo IV 


4.1. ¿Cuántos planos se pueden trazar en el espacio a trav 
de un punto; b) de dos puntos distintos; с) de tres puntos disi 
que no están situados en una misma recta; d) de tres puntos distintos; 
e) de cuatro puntos? 

4.2. ¿Cuántos planos se pueden trazar en el espacio a través: 
a) de una recta; b) de dos rectas intersecadas; ы) de dos rectas arbi- 
trarias? 

4.3. ¿Cuántos planos se pueden (газэт en el espacio a través: а) 
do una recta y un punto; b) de dos rectas intersecadas y un punto? 

4.4. En el espacio se dan cuatro puntos, ninguno de los tres de 
ellos pertenecen a una misma recta. A través de cada par de puntos 
dados está trazada una recta, ¿Chántas rectas de éstas se pueden trazar? 

4.5. En el espacio se dan cuatro pontos, ninguno de los tres de 
ellos pertenecen a una misma recta. А través de cada tres de estos 
paus está trazado un plano. ¿Cuántos planos de éstos se pueden 
trazar 
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Es válida la afirmación: si la recta 1 corta la recta Iz, 
1, corta la recta ly, la recla } corta la recla la? 

7. ¿Es válida la afirmación: si las rectas l,. lą son cruzadas 
y las rectas 1, 1, también lo son, entonces son cruzadas h y l4? 

4.8. ¿Cuántos pares de aristas cruzadas, es decir, de aristas 
situadas en las rectas cruzadas, hay en la pirámide triangular? 

9. ¿Cúantos pares de aristas paralelas y cruzadas hay en el 
paralelepípedo? 

4.10. Demuéstreso, que a través de dos rectas paralelas pasa un 
solo plano, 

4.11. ¿Como construir una recta que se cruza con: 

a) cada una de dos rectas intersecadas; 

h) cada una de dos rectas paralelas? 

4.12. ¿Cuántos planos, paralelos a la recta 1, se pueden trazar 
a través del punto dado A, fucra de esta recta? 

4.13. La recta 2 es paralela al plano p. ¿Cuántas rectas 
a la recta Г ѕе pueden trazar en el plano р? ¿Cuál es la posi 
proca do todas estas rectas? 

4.14. Se sabe que la recta 2 es paralela а la recta m, la cual cs 
paralela al plano р. ¿Será la recta 2 paralela al plano р? 

4.15. Sca que las rectas l у m son paralelas, y a través de cada 
una де ellas está trazado un plano. Demuéstrese que si estos planos 
se intersecan, la recta de su intersección es paralela a las rectas Г y m. 

4.16. Demuéstrese que si un plano interseca una de las dos rectas 
paralelas, él interseca la otra. 

4.17. Demuéstrese que si una recta corta uno de los planos para- 
lelos, “ella corta también el otro. 

18. Demuéstrese que si el plano p, es paralelo al plano pj, 
y ру es paralelo al plano pa, p, es paralelo a рз. (Propiedad de tran- 
diia 

4.19. Domuéstrese que los segmentos de las rectas paralelas 
comprendidos entre planos paralelos, tienen longitudes iguales. 

4.20. Constrúyase un plano que pasc a través de la recta dada 1 
paralelamente a la recta m (las rectas 1 y т so cruzan). 

4.21. Se da el cubo ABCDA,B,M,D,. Hállese cl ángulo ontre 
Jas rectas: а) AD y BB; b) AD y A/D); с) AC y ВР; d) AC y Ауру. 

4.22. Demuéstrese, que sí dos rectas son perpendiculares а ur 
mismo plano, estas rectas son paralelas. 

4.23, Demuéstrese que ві dos planos son perpendiculares a una 
misma recta, estos planos son paralelos. 

4.24. Los segmentos AB у BC son lados del cuadrado ABCD. 
A través de las rectas A B y BC están trazados los planos p, y pa respec- 
tivamente. La recta 2 ев la línea do intersección de los planos р, у ра, 
además, 1 (АВ). Demuéstrese que (AB) 1 pz. 

4.25. El punto O es el centro del cuadrado con el Jado m. El seg- 


aralclas 
¡ón reci- 


mento OM es perpendicular al plano del cuadrado, | OM | = 5 


Hállose la distancia del punto M al vértice del cuadrado, 

4.26, Mállese la distancia del punto M al plano del triángulo 
equilátero, si el lado de este triángulo es igual a 3 Y Zem, y la distan- 
cia del punto a cualquiera de los vértices del Lriángulo es igual а 5 ст. 

4.27. НйПеве el conjunto de todos los puntos del espacio, equi- 
distantes de tres puntos dados. 
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4.28. En ol triángulo rectangular isósceles ABC 105 eatetos son 
iguales a a cm. Del vértice del ángulo recto С trazamos al plano del 
ДАВС la perpendicular CD, además, | CD | == 2а ст. Mállese Ја 
distancia del punto D a la hipotenusa AB. 

4.29. Los catetos del triángulo rectangular ABC son iguales a 
4 cm y 3 ст. А través del vértice del ángulo recto C del triángulo 
trazamos la perpendicular л al plano ABC. Hállese la distancia del 
punto M € л a la hipotenusa del triángulo, si | MC | = 2,6 cm. 

4.30. Si Jas caras de un ángulo diedro sirven de prolongación 
a las caras del otro, tales ángulos diedros se denominan verti- 
cales. Demuéstrese que los ángulos diedros verticales son congruen- 
tes. 

4.31. La perpendicular MA está trazada del punto M de una 
circunferencia al plano de un círculo. limitado por esta circunferen= 
cia, Del Pr M se trazó el diámetro MB; [BC] es una cuerda arbi- 
traria, El punto A está unido con los puntos B y С. Determínese la 
forma del triángulo ABC. 

4.32, Demuéstrese que si los planos р y q son perpendiculares, 
у la recta 1 p es perpendicular a la recta m = р Nq, entonces 


114. 

4.33. Sean dados tres planos р, q, r, que se cortan de dos en dos. 
Domuéstrese que зір Lry т L г, la recta m == р fq es perpendicu- 
lor al plano r. 

4.34. Demuéstrese, que si el plano es perpendicular а uno do 
los dos planos paralelos, es también perpendicular al otro. 

4.85. Se denomina bisector el semiplano, que tiene рог su arista, 
la arista del ángulo diedro y que lo divido en dos partar congruentes. 
Demuéstreso que los semiplanos bisectores de dos ángulos adyacentes 
son ает адат ае entre sí. 

„36. Indíquese en el modelo del cubo ABCDA¡B,C,D, las pro- 
yecciones de las siguientes figures sobro, cl plano "de la cara 
А 12р 142], [C,D1, [DB,), :АС,Ср, AACD, del cuadra- 

lo ВВ,С\С. 

4.37: Se da el cubo ABCDA¡B,C,D,. a) Mállesc la proyección 
del punto M Sal sobre los planos de las caras ABCD, ЛА,р,р 
AABB. b) В AI 
sobre 


con el plano del triángulo. 

4.1. Los lados del triángulo son iguales a 3.9 cm, 4,1 em y 2,8 cm. 
Hállese cl área de su proyección sobro el pluno, que forma un úngulo 
de 60° con el plano del triángulo. 
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4.42. Constrúyase la sección del cubo ABCDA/B,C,D, por el 
plano, que atraviesa los puntos M, N y K, si 
м= А, IND,|=1NDI, |DK|=2|KC1, 
N€IDD], Kel[DCcl. 


4.43. Constrúyase la sección del cubo ABCDA'B'C'D' con la 
arista a por el plano, que pasa por los puntos medios de las aristas 
[AD] y 18'C] y гог los vértices A” М С. Hálleso el área de Ja sección. 

4.44, Constrúyaso \а sección del cubo por un plano, de manera 
que ésta sea un hexágono аг. 

4.45. Trácense en el tetraedro MABC a través dol punto medio 
de la arista JAB], paralelamente a las aristas de las secciones: a) [АС] 
y [A M]; b) [BC] y [CM]; с) [8С] y 1А м]. 

4.46, Hállese el área de la sección trazada por los puntos medios 
do dos aristas laterales adyacentes de una pirámide cuadrangular 
regular con el Jado а y la altura ^, perpendicularmente a Ja hase de 
la pirámide. 

4.47. Determínese si existe un ángulo triedro, cuyos ángulos 
planos son iguales a: a) 120°, 97°, 33°; b) 120°, 120°, 130°; с) 108°, 02°, 
160°, d) 157°, 82°, 64°. 

4.48. En un ángulo triedro dos ángulos planos son de 45°, y el 
ángulo diedro entro ellos, de 90°, Hállesc el tercer ángulo plano. 

4.49. Los lados de la base de un paralelepípedo recto son iguales 
a3 УФ ета y 14 cm, el ángulo entre ellos es de 135°, la arista lateral, 
de 12 cm. Iállense las diagonales del paralelepípedo. 

4.50, La diagonal de un prisma cuadrangular regular es igual 
а 9 cm; la superficie total del prisma es de 144 ст". Hállense el lado 
de la һин la arista lateral del prisma. 

4.51. La superficie total de un paralelepípedo rectangular cs 
ja ol cm. Hállenso sus dimensiones si se relacionan como 


4.52. La arista de un cubo es igual a а, Hállese el área de la вес- 
ción del cubo por el plano, que pasa por los extremos de las aristas 
provenientes de un mismo vértice, 

4.53. La arista del cubo es igual a a. Hállese la longitud del 
segmento que une los puntos medios de dos aristas cruzad: 

4.54, En la pirámide cuadrangular regular MABCD ol lado 
de la base es igual a a, la apotema de la pirámide es igual a $ a. Hi- 
Шево la altura de la pirámide. 

4.55. Hállese Ja altura de la pirámide cuadrangular regular, 
si su arista lateral es igual а m, y el ángulo plano del vórtice сз igual a б. 

4.56 da una pirámide cuya allura es igual a 16 m, y cl úrea 
de la base es igual a 512 тз. Hállese el área de la sección de la рїгй- 
mido por el plano, trazado paralelamente a la base a la distancia 
de 5 m del vértice, 

4.57. ИйПеве la arista Jateral de la pirámide cuadrangular regular 
cuyo Jado de la base es igual a 44 em, y el área de la sección diagonal 
es de 44 emê, 

4.58. Un rombo con las diagonales de 12 cm y 16 cm sirve de 
base de una pirámide, La altura de la pirámide pasa por el punto de 
intersección de las diagonales y es igual а 6,4 cm. Hállese el área 
de la superficie total de la pirámide. 
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4.59. La altura de una pirámide cuadrangular regular es igual 
a 28 cm, la arísta lateral es de 36 cm. Hállese el lado de la hase. 

4.60. Demuéstrese, que la arista lateral de una pirámide trian- 
gular regular es perpendicular a la arista opuesta de la base. 

4.61. Demuéstrese, que la superficie lateral de una pirámide regu- 
lar es igual al área de la base, dividida por el coseno del ángulo entre 
el plano de la arista lateral y el plano de la baso. 

4.62. Las aristas de dos poliedros regulares Son iguales, en tanto 
que Jas áreas de las superficies se relacionan como 3:6. Deter- 
muínense estos poliedros. 

4.68. Si designamos con а la arista de un poliedro regular, cn- 
tonces el área de su superficie es igual а 5 = 5a? УЗ. Determínese 
el poliedro. 

64. Mállese el ángulo diedro entre las caras de un tetraedro 
regular. 

4.65. Hállese cl ángulo diedro entre Jas caras adyacentes de un 
octaedro regular. 

.66. Los puntos M, A, B y С no pertenecen a un mismo plano; 
(мА) L (BC), (MB) L (AC). Demuéstrese que (MC) L (AB). 

4.67. Sobre el punto A actúan Јаз fuerzas F,, Py, Fa, además 
1 =3Н, 1F,|=4H y | Fsi = 5H. La magnitud del ángulo 
cntre las fuerzas Jr, y 7%, es igual а 00°, y la fuerza FF, es perpendicular 
а cada una de ellas. Håilese la magnitud de la resultante. 


Capítulo Y + 


ECUACIONES DE LAS RECTAS 
Y DE LOS PLANOS EN EL ESPACIO 


$ 61. Ecuaciones de la recta 


Sea que l es cierta recta en el espacio. Lo mismo que 
en planimetría ($ 27), cualquier vector e +0, colineal a la 
recta }, se denomina vector director de esta recta. La posición 
de una recta en el espacio se define por entero por un vector 
director y por un punto pertenecionte a la recta. Sea que 


Fig. 197 Fig. 198 


la recta Z con el vector director а pasa por el punto Mo, 
y M es un punto arbitrario del espacio. Es evidente, que el 
punto M (fig. 197) pertenece a la recta l cuando y sólo cuan- 


-—> 
do el vector MaM ез colincal al vector а, es decir, 


MM = ta, t€R. 4) 


Si los puntos M у M, están definidos por sus radiovec- 
tores r y Fo (fig. 198) respecto a cierto punto O del espacio, 
_— 


entonces MM = ғ — ғо, y la ecuación (1) toma la forma 
r=ra+te, tER. (2) 
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Las ecuaciones (1) y (2) se denominan ecuaciones vecto- 
riales paramétricas de la recta. La variable £ en lasecua- 
ciones vectoriales paramétricas de la recta se donomina 
parámetro. 


Sea que el punto №, de la recta Г y el vector director a 
están dados por sus coordenadas: 


Mo (Zo Yoi Zo), а = (ау; а аз). 


Entoncos, si (z; y; z) son coordenadas del punto arbitrario M 
de la recta 2, entonces 


pa 
MoM = (z — хо; Y — Yoi 2 — 20) 


y la ecuación vectorial (1) es equivalente a las tres ecuaciones 
siguientes: 


Z — To = Ёар, у — уо = ta, 2 — 20 = taz 


ж = а-а, 
Y=Yo+ laz, (3) 


2=2) +10, ЄН. 
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Las ecuaciones (3) se denominan ecuaciones paramétricas 
de la recta en el espacio. 

Problema 1. Escríbanse las ecuaciones paramétricas de 
la recta que pasa por el punto М, (—3; 2; 4) y quej tiene 
el vector director a = (2; —5; 3). 

A En el caso dado т, = —3, yo = 2, д0 = 4; a, = 2; 
аъ = —5; аз = 3. Sustituyendo estos valores en las fórmu- 


las (3), obtendremos las ecuaciones paramétricas de la recta 
dada 


y=2-St, 
=4+3t, tER. д 


Eliminemos el paramétro £ de la ecuación (3). Esto se 
puede hacer ya que a 5 0 y, por lo tanto, una de las coorde- 
nadas del vector a es notoriamente diferente de cero, 


Sea que primeramente todas las coordenadas son di 
rentes de cero. Entonces 


[ш 


t==, A O „=—% 
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y, por consiguiente, 


¿e — IA e. 
ау й а; az 


. (4) 


Estas ecuaciones se denominan ecuaciones canónicas de 
la recta. 

Es de señalar, que las ecuaciones (4) forman un sistema 
de dos ecuaciones con tres variables zx, y y 2. 

Si en las ecuaciones (3) una de las coordenadas del vector 
a, por ejemplo a,, es igual a cero, entonces, eliminando el 
parámetro £, obtendremos de nuevo un sistema de dos ecua- 
ciones con tres variables z, y y z: 


ЯЕ Y 
e а, аз 

Estas ecuaciones también se denominan ecuaciones сапб- 
nicas de la recta. Para la uniformidad ellas también se escri- 
ben convencionalmente en la forma (4) 


2—25 el 1—20 
0 а ЧЕ СЕ. 
considerando, que si el denominador es igual a cero, también 
es igual a cero el nominador respectivo. Estas ecuaciones 
son ecuaciones de la rocta, que pasa por el punto Mo (Zo, 
Yo; Zo) paralelamente al plano de coordenadas yOz, ya que 
su vector director (0; ay; аз) es paralelo a este plano. 
Por fin, si en las ecuaciones (3) dos coordenadas del 
vector а, por ejemplo, a, y аз, son iguales a cero, estas 
ecuaciones toman la forma 


2 = 20, у= ур 2=% аз, tER. 


Estas son las ecuaciones de la recta, que pasa рог el 
punto Mo (25; Yo; Zo) paralelamente al eje Oz. Para tal 
recta £ = Zo, Y = Yo Y 2 95 un número cualquiora. También 
en este caso, para la uniformidad, las ecuaciones de la 
recta pueden ser escritas (con la misma reserva) en la forma (4) 


Así pues, para cualquier recta del espacio se pueden es- 
cribir las ecuaciones canónicas (4), y, viceversa, cualquier 
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ecuación tipo (4), a condición de que, por lo menos, uno de 
los coeficientes ау, ау, 2з по es igual a cero, define cierta 
recta del espacio, 

Problema 2. Escríbanse las ecuaciones canónicas de la 
recta que pasa рог el punto Ме (—1; 1; 7) paralelamente al 
vector a = (1; 2; 3). 

A En el caso dado, las ecuaciones (4) se escriben de la 
manera siguiente: 


— gr А 


Formemos la ecuación de la recta, que pasa por dos puntos 
dados М, (21; Ya; 2) y (Zai Yai Za). Es evidente, que 
por vector director de esta recta se puede tomar el vector 
a = (ua — 21; Ya — 1; Za — 2) y por punto Me, а travós 
del cual pasa una recta, el punto, por ejemplo M,. Entonces, 
las ecuaciones (4) se escribirán del modo siguiente: 


. (5) 


Estas son las ecuaciones de la recta que pasa por los dos 
puntos dados M, (23; уу 2) у Ma (tg Yai Z3). 
Problema 3. Escríbanse las ecuaciones de la recta que 
pasa рог los puntos M, (—4; 1; —3) y Ma (—5; 0; 3). 
A En el caso dado, ху = —4, y = 1, д = —3, z, = 
= —5, ya == 0, 2. = 3. Al sustituir estos valores on las 
fórmulas (5), obtendremos 


EE A 
h= 


д 


243 
AS A 

Problema 4. Escríbanse las ecuaciones de la recta quo 
pasa por los puntos М, (3; —2; 4) y М, (5; —2; 4). 


A Después de sustituir las coordenadas de los puntos 
M, y M, en las ecuaciones (5) obtendremos 


y+2 
0 
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$ 62. Ecuación del plano que pasa por 
tres puntos dados 
no situados en una misma recta 


Sea que los puntos Му, Му, Ma no ostán situados en 
una misma recta. Como sabemos, tres puntos tales deter- 
minan univocamente cierto plano р (fig. 199). Formulemos 
la ecuación del plano p. Sea que M es un punto arbitrario 
del espacio. Es evidente que el punto ыл portanses al plano р 


cuando y sólo cuando los vectores MM, MM, MM son 
coplanares. Para que tres vectores sean coplanares es nece- 
sario y suficiente que su producto mixto sea igual a cero 


Fig. 199 


(el 23*, teorema 2). Por lo tanto, la ecuación del plano 
que pasa рог’ tres puntos no situados on una misma recta, 
puede sor escrita en la siguiente forma: 


—— ә, 
(М.М; MiMy ММ) =0. (1) 


51 los puntos M,, М» y M, están definidos por las coor- 
denadas en un cierto sistema cartesiano rectangular de 
coordenadas, entonces la ecuación (1) puede ser escrita en 
coordenadas. Sea que M, (21; Ya; 21). Ma (23; Ya; Za), Ma (ть; 
Ysi 23) son los puntos dados. Designemos соп z, y у z las 
coordenadas de un punto arbitrario M del plano p. Hallomos 
las coordenadas de los vectores que entran en la ecua- 
ción (1): 


ВВЕ 
MM = (z — 215 Y — уб Z — 3), 
же А 
MM, = (к, — ху; Ya — Yui Ze — 3). 
26 
MMs = (Z3 — ж; Ya — Yi Zs — 41). 
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El producto mixto de tres vectores es igual al determi- 
nante de tercer orden, en cuyas líneas se encuentran las 
coordenadas de los vectores (véase el 24*). Por consiguiente, 
la ecuación (1) en coordenadas tiene la forma 

EE YY ESA 
25—21 Ya—Y 22 =0. (2) 
з—4 hoah aet 

Hallomos la ecuación del plano que pasa рог los tres 

puntos A (a; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; с) de los cuales 


Pig. 200 


a0, b 5 0, c0. Estos puntos están situados en los 
ejes de coordenadas (fig. 200). 

Considerando en la ecuación (2) z, = a, у, = 0, 2, = 0, 
Ta = 0, у, = b, а, = 0, ха = 0, у, = 0, зу = с, obtondro- 
mos 


2-а yz 
--a 10 
—a 0с 


Desarrollando el determinante en elementos de primera 
línea, obtendremos la ecuación 
be (x — a) + асу + abz = 0 
ó 
bez + асу +abz = abc, 


= У 
++ =1. (3) 
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La ecuación (3) se denomina ecuación segmentaria de un 
plano, ya quo los números a, b y с señalan, qué segmentos 
están cortados por un plano en los ejes do coordenadas. 

Problema. Escríbase la ecuación del plano que pasa por 
los puntos M, (—1; 4; —4), M, (—13; 2 —10), M, (6; 0; 
12). Simplifíquese la ecuación obtenida. Obténgase la ecua- 
ción segmentaria del plano. 

A Èn el caso dado, la ecuación (2) se escribe on la 
forma siguiente: 


+1 y—4 +1 
—12 —2 —Y 
т —4 13 


= 0. 


Esta es la ecuación del plano dado. Al desarrollar el 
detorminante en la primera línea, obtendremos 
—62 (ж + 1) + 93 (y — 4) + 62 (2 + 1) = 0, 
de donde 
—2х + 3y + 22 — 12 = 0. 


Dividiendo término a término entre 12 y trasladando el 
término independiente de la ecuación al segundo miembro, 
obtendremos la ecuación segmentaria del plano dado 


z 


=в 


Y 2 
Hb Et. 


De la ecuación se deduce que el plano dado corta en los 
ojos de coordenadas los segmentos, cuyas longitudes son 
iguales a 6, 4 y 6 respectivamente. EJ eje Oz corta el plano 
en un punto con abscisa negativa, el eje Oy, en un punto con 
ordenada positiva, el eje 02, en un punto соп 2-coordenada 
positiva. 4 


$ 63. Ecuación del plano que pasa 
por un punto dado 
y es perpendicular a un vector dado 


Sea dado cierto punto M, y el vector no nulo п. А través 
del punto M, se puede trazar sólo un plano p perpendi- 
cular al vector љ (fig. 201). 

Deduzcamos la ecuación del plano p. Sea que M es un 
punto arbitrario del espacio. Es evidente, que el punto 


М pertenece al plano p, si, y sólo si, el vector M,M os 
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perpendicular al vector м. Como sabemos (véase el $ 18) 
para que dos vectores sean perpendiculares es necesario 
y suficiente que su producto escalar sea igual a coro. Por lo 
tanto, la ecuación dol plano 
que pasa por el punto My 
perpendicularmente al vector 
n, puede ser escrita en la 


Torma A 
M 


a) Pa 


El vector л on la ecuación Ê 
(1) se denomina vector normal 
de un plano. Por voctor nor- Fig. 201 
mal se puede tomar un vec- 
tor cualquiera, que sca perpondicular al plano. 

Sea que el punto М, y el vector л están definidos por 
sus coordenadas en un cierto sistoma rectangular de coor- 
denadas: 


Mo (20; Yoi Zo), n = (А; В; C). 
Designemos con x, y y 2 las coordonadas de un punto 


arbitrario M del plano p. Entonces, el vector MoM tione las 
coordenadas 2 — х0, Y — Yo Y 2 — 20, y la ecuación (1) 
оп coordenadas (véase el 19) se escribe en ја siguiente forma: 


A (£ — zo) + B (у — yo) +C (z — 20) = 0. (2) 


Esta ocuación so donomina ecuación del plano que pasa a través 
de un punto (Xo; Yo; зо) perpendicularmente al vector (A; B; С). 

Problema 1. Hállese la ccuación del plano que pasa por 
el punto My (—3; 4; 7) y es perpendicular al vector n = 
= (1; —2; б). 

A En ol caso dado 20 = —3, yo =4,22=7 A = 1, 
В == —2, С = 6. Sustituyendo estos valores en la ecuación 
(2), obtendremos la ecuación buscada 


1(+3)—2(Y—494+6(2—7)=0, 
ж — 2у + 62—31 =0. А 


Problema 2. Se dan los puntos M, (2; —1; 3) y Ma (4; 
5; 0). Escríbase la ecuación del plano que pasa por el punto 


6 


M, y es perpendicular al vector n = MM, = (2; 6; —3). 
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4 Por vector normal del plano se puede tomar el vector 
— 
n = MM, = (2; 6; —3). Después de sustituir las coorde- 


nadas del vector normal y las coordenadas del punto Mo = 
= Ma (4; 5; 0) en la ecuación (2) obtendremos 


2 (а — 4) + 6 (y — 5) — 3: = 0 


2x + бу -- 33 — 38 = 0. А 


Problema 3. En un triángulo con los vértices en los 
puntos A, (—5; 2; 7, 4.69; 0; 6), As (0; —1; 2), está 
trazada la mediana А, Му. Hállese la ecuación del plano que 
pasa por el punto Ме y es perpendicular а la mediana AM. 

A Por el vector normal del plano se puede tomar el 


vector п = АМ. Doterminemos sus coordenadas. El punto 
М» es el punto medio del segmento 4,43, por lo tanto, 
si (20; Yo; 20) son sus coordenadas, entonces 


E 
2 


Las coordenadas del vector normal n = (А; B; С) son, por 
тананы iguales а A = + 5 = Baz ~ 


z 
—2 = — С = 4 — 1 = —3. La ecuación (2) tiene en 
el caso dado la forma 
Eei- (or) -o0—0=o 


15x — 5y — 6z — 16 = 0. А 


$ 64. Ecuación general del plano 


Examinemos en el espacio un plano arbitrario. Sea que 
Mo (čo; уо; 20) es cierto punto de este plano y n = (А; B; С), 
su vector normal cualquiera. En el párrafo anterior fue 
demostrado, que la ecuación de este plano tiene la forma 


А (z — ta) +В (Y — у) + C (z — zo) =0. 
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Escribámosla así: 
Az + By + Cz — Ах, — Byo — Ст, = 0. 


Designando соп D t} número —Azo — Bys — Cze, obten- 
dremos la ecuación 


Az + By + Cz +D = 0. (1) 


Así pues, cada plano en el espacio puedo ser definido 
por la ecuación (1), es decir, por una ecuación lineal con 
tres variables. 

También es válida la afirmación inversa: toda ecuación 
lineal con tres variables, es decir, toda ecuación tipo (1) 
define un plano. 

En efecto, en la ecuación (1), por lo menos uno de los 
cooficientes A, B, C no es igual a cero, de lo contrario la 
ecuación (1) es lineal. Sea que, por ejemplo, С50, entonces 
la ecuación puede escribirse en Ja siguiente forma: 


A(2—0)+B(y—=0)+C (2+-2)=0. 


Do acuerdo con el párrafo anterior la ecuación obtenida 
y, por consiguiente, la ecuación ay determinan el plano 
quo pasa por el punto М, (0; 0; —2} °y! es porpendicular al 
vector n (A; B; C). 

La ecuación (1) so denomina ecuación general del plano. 

Subrayemos, que en esta ecuación los coeficientes А, B, 
C son coordonadas de un vector del plano. Por ejemplo, 
si el plano está definido por la ecuación 3z + 4y — 5z + 
4 17 = 0, se puede concluir inmediatamente que él es 
perpendicular al vector (3; 4; —5). 

Problema. Hállese el vector normal unitario del plano 


Tz + бу — а +1 = 0. 
A Por vector normal dol plano dado se puede tomar 0] уес- 


tor п = (T; 4; —4). Ballemos su longitud: | п | = V39 + 
ЗЕ 16 F 16 = 9. Por consiguiente, el vector normal unita- 


979 
» también será, evidentomente, un vector 
normal unitario del plano dado. 4 
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rio es el vector ( 


+ El vector que lo es contrario 


Analicemos cómo se sitúa el plano respecto al sistema 
de coordenadas en función de los valores А, В, С, D en la 
ecuación general dol plano. 

а) Si en la ecuación (1) A = 0, os decir, si esta ecuación 
tiene la forma By + Сз + D = 0, el vector normal tiene 
las coordenadas (0; В; С). El vector con tales coordenadas 
es perpendicular al eje Oz, por consiguiente, el plano os 
paralelo a este eje. Si no sólo A = 0, sino que D =0, es 
decir, зі la ecuación tiene la forma By + Cz = 0, el plano 
pasa a través del origen de coordenadas. Por lo tanto, cuando 
А =D=0 el plano pasa рог el eje Ох. Análogamente 
so analizan los casos cuando B = 0 (el plano es paralolo 
al eje de ordenadas) o С = 0 (el plano es paralelo al eje 
de las z-ordenadas). 

b) Si en la ecuación (1) A = 0 y B = 0, es decir, si la 
ecuación tiene la forma Сз -+ D = 0, el vector normal 
tiene las coordonadas (0; 0; C). El vector con tales coorde- 
nadas es perpendicular al plano хОу, por consiguiente, оп 
este caso el plano (1) es paralelo al plano de coordenadas 
20у. Si no sólo А = В = 0, sino que D == 0, es decir, ві 
la ecuación tiene la forma Cz = 0, el plano no sólo es para- 
lelo al plano do coordenadas хОу, sino que pasa por el 
origen de coordenadas. Por lo tanto, cuando А =B = 
= D = 0 la ecuación (1) define el plano do coordonadas xOy. 

Análogamento se analizan los casos, cuando otro par 
cualquiera de coeficientes es on la ecuación (1), para las 
variables т, y, z, igual a coro. 

c) Si en la ecuación (1) D , es decir, si la ecuación 
tiono la forma Ах + Ву +C2=0, ol plano pasa por el origen 
do coordenadas y es perpendicular al vector (А; В; С). 

d) Si en la ecuación (1) todos los coeficientes para las 
variables y el término independiente son diferentos do cero, 
la ecuación puede ser transformada en la ecuación segmen- 
taria de un plano: 


En esto easo, el plano corta los ejes de coordenadas еп 
los puntos: (—250;0), (0; —2;0), (0; 0; —¿).Es fácil 
construir el plano por estos tres puntas. 
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$ 65. Cálculo del ángulo entre los planos. 
Condiciones de paralelismo 
y perpendicularidad 


Examinemos dos planos р; y рь con los vectores nor- 
males m, y zs. El ángulo y entre los planos p, y ру se expresa 


por el ángulo Же = (ы пу) en la forma siguiento: sip < 90°, 
p = (fig. 2 а); sip >90%, entonces q = 18 0 ар 


Fig. 202 


(fig. 202, Ь). Es evidente que en todo caso es válida la igual- 
dad 


cos ф = | cos 1р |. 
Según la fórmula (1) del к tenemos 
nyng 
Та: fa] 


y, por cunsiguiento, el coseno del ángulo entre los planos 
рі У Ра puede calcularso según la fórmula 


соз ф = сов (os; Ж) = 


lanl 


908 Ф Та, 1: Г" ш 


Si los planos están definidos por las ecuaciones generales 
Ar + By +C +0, =0 y Agr + By + С + Da == 
= 0, entonces por sus vectores normales se puede tomar 
los vectores лу = (Ay; By; Cy) y лә = (Aa Ba; Са). 
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Escribiendo ol segundo miembro de la fórmula (1) en 
coordenadas obtendremos 


NESARA 2) 
SP VARO УАН BRO ® 


Problema f. Calcúleso el ángulo entre los planos 
—VYy+z—-2=0 y х + Уу – 2 4 13 = 0. 
A En el caso dado 


A/=1, B=—V7, C,=1, A2=1, B,=V2, C¿=-—1. 
Según la fórmula (2) obtenemos 


l11— 02. Y2—1-11 
VECE EV SV 


Por consiguiente, el ángulo ontre los planos dados es 
igual а 60°. 4 

Los planos con los vectores normales л, y My: 

a) son paralelos cuando y sólo cuando los vectores n, y ny 
son colineales; 

b) son perpendiculares cuando y sólo cuando los vectores 
т Y Ry son perpendiculares, es decir, cuando m'r, = 0. 

De aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien- 
tos de paralelismo y perpendicularidad de dos planos defini- 
dos por las ecuaciones generales. 

Para que los planos 
Aw + By +C24.D,=0 y Ag + Ву + См + р, 0 
sean paralelos, es necesario y suficiente que se cumplan las 
igualdades 


cos p= 


Si cualquiera de los coeficientes Az, Ba, С, es igual 
a cero, se sobrentiendo, que es igual a coro también el coefi- 
ciente correspondiente A,, Bi; С,. 

Si no se cumplo por lo menos una de estas dos igualdades, 
los planos no son paralelos, es decir, ellos se cortan. 

Para que sean perpendiculares los planos 
Ay + By + Сш + D,=0y Aga + Bay + Са + D¿=0, 
es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 


A14, + В.В, + СС, = 0. (4) 
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Problema 2. Señalar los planos paralelos y perpendicu- 
lares entre los siguientes pares de planos: 


2z + 5y + Tz —1 = 0 y З= — 4y + 22 = 0, 
у — 32 +1 = 0 y 2y — 62 +5 = 0, 
4: + 2у — 4z +1 = 0 y 22 + р + 22 3 = 0. 
5 Para el primer par de planos 
АА, + BB, + СС, =2:3 + 5-(—4) + 7-2 = 0, 


es decir, se cumple la condición de perpendicularidad. Los 
planos son perpendiculares. 
Para el segundo par de planos tenemos 


в, _ Сү 1-3 
ъ=, ya фер 8, 
y los coeficientes A, y A, son iguales а сего. Por consiguiente, 
los planos dol segundo par son paralelos, 

ага el tercer par tenemos 


A: 24 
PET Уа ао т, 


у 4,4, + В.В, + С,С, = 4-2 + 2.1 — 4.2 52 0, os decir, 
los planos del tercer par no son paralelos ni perpendiculares. 


$ 66. Condiciones de coincidencia e intersección 
de los planos 


Si los planos pı y рз definidos por las ecuaciones 
Аз Вуз + 0,0 y Aer B oy + Сув + Da 0, (1) 
tienen un punto común, entonces sus coordenadas satisfacen 
cualquiera de las ecuaciones (1). Por lo tanto, para hallar 
los puntos comunes de los planos dados se debo resolver el 
sistema de las ecuaciones 
А+ Ву БС +0, =0, a 
Ax + Bay + С„-+„ D, =0, 


es decir, el sistema de dos ecuaciones con tres variables. 
Cuando se cumple la condición 


La. В, Lo „э (3) 


ol sistema (2) no tiene soluciones. En efecto, supongamos lo 
inverso, o еа, que (xp; Yo; 3o) son las soluciones dol sislema. 
Entonces, si 


de la segunda ecuación del sistema (2) obtenemos 
Asto + Bayo + Coto = —Da, 
y de ра primera 
k (Asto + Bayo + Coto) = —D, 


y, por consiguiente, 2+ = k, lo que contradice а la condi- 
ción (3). 

Sabemos que la condición А! = 1 = 02, es la condición 
de paralelismo de los planos. ASÍ pues, siempre que se cum- 


plan Jas condiciones (3), los planos p, y Рз son paralelos 
y no coinciden. 


En el caso, cuando los coeficientes y los términos inde- 
pondientes del sistema (2) satisfacen la condición 


A AD (4) 
el sistema [tiene la forma 


К (Аж + Bay 4Ca24 Do) =0, 
А2 + Bay -+0334 D, =0. 


Cada una de las ecuaciones del sistema determina un mismo 
plano. Así pues, la condición (4) es la condición necosaria 
y suficiente de coincidencia de los planos. 

Si los planos рү, pa no son paralelos, es docir, si ellos 
se cortan, entonces 


A В, 5 B С; 
=. ьт AZ 6 
а б A. © 


En este caso las ecuaciones (2) son las ecuaciones do la 
rocta 2 do intersección de los planos ру y pz. Mostremos 
cómo se puedon hallar las ecuaciones canónicas de esta 
recta, Para escribir las ecuaciones canónicas de la recta, 
hace falta saber las coordenadas de cierto punto suyo y las 
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coordonadas de su vector director а. Por coordenadas dol 
punto М, se puede tomar cualquier solución del sistoma (2). 
Por vector director a de la recta Z se puede tomar el pro- 
ducto vectorial de los vectores m = (41; By; Cy) y m, = 
= (As; Ba; C), es decir, de los vectores normales de los 
planos ру y pz. En efecto (fig. 203), ol vector [»y; ms] es, 
según la definición del producto vectorial, perpendicular 


Fig. 203 


а los vectores n, ул, y, por lo tanto, dicho vector es paralelo 
а los planos р, y р» у, por consiguiente, colineal a la recta 1 
de su intersección. 

Problema 1. Fórmose la ecuación canónica do una rocta, 
que es la intersección de los planos z — 2y +z + 1 = 0 
у 2z — y + 3z — 2 = 0. 

A Puesto que m, = (1; —2; 1), т, = (2; —1; 3), enton- 
ces 


т 4 
a=Ingn=|1 —2 1|=—5i—j+3k. 
2-1 3 


Para determinar las coordenadas de cualquier punto de una 
recta dada hallemos cualquier solución del sistema de ecua- 
cionos 


ж—9у 251—0, 
20—y+32—2.=0. 
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Considerando que, por ejemplo, z = 0, obtendremos 
z—2y=-—1, 
22—y=2, 


de donde z = 3, y = 5. Por consiguiente, el sistema inicial 
5.4, 
yy? 
pasa por el punto M (54: о). 

Conociendo las coordenadas de un punto de la recta 
y las coordenadas de su vector director, escribimos las ecua- 
ciones canónicas de la recta dada 


tiene la solución ( 0), y, por lo tanto, la recta dada 


Es de señalar, que si los planos Aj + Ву + Cu +D, = 
=0 y Aaz + Bay + Caz + Da = 0 зо intersecan, la ecua- 
ción de todo plano que pasa por la recta de su intersección, 
puede sor escrita en la forma 


a (Aiz + By + Су + р) +B (Ago + Bay HC +D) =0 
donde а y f son ciertos números. 

Problema 2. Escríbase la ecuación del plano, que pasa 
рог Ja recta de intersección de los planos 3z — 2y — 2 + 4 = 
=0 y z— 4y — 3z — 2 = 0 y el punto М, (1; 4; --2). 

å Formemos la ecuación de los planos, que pasan por 
la recta de intersección de los planos dados: 

a (3z — 2y — z + 4 + В (z — 4y — 32 — 2) = 0. 

Puesto que M, pertenece al plano buscado, entonces 

а (3:1 24 +2 +4) 6601—41 66 2) = 0, 

y, por consiguionte, 
та +6 =0, 
de dondo se deduce, por ejemplo, que а = 1, В = —7. 
La ecuación buscada del plano será 
Зе — 2y — 1 + å — 7 (z — ду — 32 — 2) = 


ó 


2z — 13у — 102 — 9 = 0. А 
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$ 67. Ecuación normal del plano 


Sea que q es un plano arbitrario (fig. 204). Desiguemos 
con p la distancia entre el origen de coordenadas y el plano 
ч, y con о, б, y, los ángulos entre el vector normal п del 
plano q y los ejes de coordenadas. Es evidente, quo la posi- 
ción del plano en el espacio se define por entero por las 
magnitudes œ, б, y y р. Expresemos la ecuación del plano 
q por medio de estas magnitudes. 

Sea que Me es el punto de intersección del plano”g y de 
una recta perpendicular a él, que pasa por el origen de 


Fig. 204 
coordenadas, п, es el vector normal unitario del plano q. 
Las coordenadas del punto Me y del vector лу se expresan 
por medio de las magnitudes dadas œ, б, y y р del modo 
siguiente: 


Ma (р соз a; p cos f; p cos y), 
по = (соз q; cos ф; соз y). 

En el párrafo 63 obtuvimos la ecuación dol plano que 
pasa рог el punto (xo; Yo; Zo) y tiene el vector normal 
(4; В; Су: A (2— zo) + B (y — yo) + C (а — 20) = 0. 

Sustituyendo en esta ecuación las coordenadas del punto 
М, y del vector п, obtendremos la ecuación del plano g 
соз а (1 — p cos а) -+ соз В (y — p соз В) + 
А + соз y (2 — р cos ү) = 0 


ж соз а + у соз В + 2 соз y — р (cos? а + cos? В + 
+ соз? y) = 0. 
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Puesto que tos ez, cos B, tos y son las coordenadas del vector 
normal unitario лу, entonces cos? æ + cos? В + cos? y = 1 
y, por consiguiente, 


ж соз a + у соз B + z cos y — p = 0. a) 


La ecuación (1) so denomina ecuación normal del plano. 
En esta ocuación los coeficientes de las variables x, y y z 
son las coordenadas del vector normal unitario del plano, 
у el término independiente (—p), tomado con signo menos, 
os igual а Ја distancia entre el origen de coordenadas y el 
plano. 

Por ejemplo, la ecuación V 22 — y — 2 + 20 = 0 no es 
una ecuación normal, ya que ol vector (V2; —1; —1) no 
es unitario y el término independionte de la ecuación es 
positivo. Multipliquemos ambos miembros de la ecuación 


dada por (— 


La ocuació obteniba 


2 1 1 
FI YA 7100 


es normal, ya que el vector 


, como es fácil 
22 
comprobar, es unitario, y el término зирани ода де Ја 
ecuación es negativo. El vector normal del plano examinado 
forma con los ejes de coordenadas tales ángulos œ, В y y que 


Ў E 1 

соза = T’ cosp= + ©озў=-, 

os decir, a = 135°, В = y = 60”. El plano pasa a la distan- 

cia de 10 unidades de longitud del origen de coordonadas. 
La ecuación general del plano 


Ах + Ву +62 +0 = 0 


siempre puede ser transformada do manera tal, que se reduzca 
a la forma normal. Para esto es necesario multiplicar ambos 
miembros de la ecuación por el factor normalizador 


1 


4 1 
yapa: PS0 y- 


РАТ ВС ' 
si D > 0. 
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En efceto, si D < 0, la ecuación 


A co y O 
VEFFE FRF 
c D 


=0 


+ HFE" 


==: 
УЛ Вет СЗ 
es normal, ya que el vector 


( A М в < с ) 
Ny BO? YERBA? ул С 


D 
es unitario у -gpp < 0. Si D >O, la ecuación 
A 


B 
VEFA VEFE FO” 


с р 
Varera үлүшү O 
es normal. 
Problema. Calcular la distancia entre el origen de coor- 
denadas у el plano 4z + V 11у + 32 + 150 = 0. 
A Puesto que 2 = 150 >> 0, el factor normalizador 
es igual a 


4 
RETA 


Teniendo on cuenta el sentido geométrico del término 
independiente de la ccuación normal del plano, obte- 
nemos, que la distancia buscada es igual a 25. 4 


$ 68. Distancia de un punto a un plano 


Hallemos la distancia d del punto arbitrario M, (21; y1; 
z,) al plano y definido por su ecuación normal 


z соз @ + y cos В + z cos y — p = 0. 


Esta distancia es igual a la longitud del segmento M,K, 
donde K es la proyección del punto M, sobre el plano q 
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(fig. 205). Sea que Mo ез el punto de intersección del plano 
а con la recta perpendicular a él, que pasa por el origen de 
Coordenadas; ле es el vector normal unitario del plano 4. 


Fig. 205 


La distancia buscada d es igual al módulo de la proyección 
del vector M Mi sobre la dirección del vector KM, о, сото 


KM, у ny son colineales, sobre la dirección del vector пу. 
De este modo, 


— 
d= |рг„МьМ\|. (а) 

-—> 
Expresemos la proyección del vector MoM, sobre la 
dirección del vector ту por el producto escalar de estos 


vectores. 
De acuerdo con la fórmula (3) del $ 17 obtendremo 


=> =š 
d= |Pim MM: | = (MoM, -nol - 
-— 
Puesto que MoM, = (ху — р соз a; y; — p соз В; z — 
— p cos y) y no = (соз æ; соз a; cos y), entonces 


d = | (æ, — p соз о) cos a + (y, — р cos В) cos P + 
+ (2, — р соз y) cos y | 
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y, por consiguiente, 
d = |z, соз © + y, cos В + z cos y — р |. 

Así pues, la distancia de un punto a un plano es igual 
al módulo del número, obtenido como resultado de la susti- 
tución de las coordenadas del punto dado, en el primer 
miembro_de la ecuación normal del plano. 

Problema 1. Determínese la distancia del punto M (0; 1; 
4) al plano 1235 — Ty — З= + 73 =0. 

Normalizamos la ecuación del plano. Puesto que el 

4 


* е ора 
factor normalizador es igual a — ҮРӨН 7, 
obtenemos 


Ad 
84-00 
Según la fórmula (2) hallemos la distancia 


va 7 9 73 1743181 > 
DIGA киш лиш 1. 


Problema 2, Hállese la distancia entre los planos рага- 
elos 


ж — 2y + 2z — 3 = 0 y 22 — 4y + áz — 30 = 0. 


A Para determinar la distancia entre dos planos parale- 
los es suficiente escoger еп uno de ellos un punto cualquiera 
y luogo hallar la distancia de este punto al otro plano. El 
punto (15; 0; 0) pertenece, evidentemente, al segundo plano. 
La ecuación normal del primer plano es la ecuación 

1 2 2 t 
фа fvt 22—10. 
Hallamos la distancia d por la fórmula (2): 


1 2 2 
d=| y 15-%-0+3-0-1]=4. 


$ 69. Cálculo de un ángulo entre rectas 


El problema de cálculo de un ángulo entre dos rectas 
en el espacio se resuelve del mismo modo que en el plano 
(32). Designemos con p la magnitud del ángulo entre las 
rectas h y lz, y con №, la magnitud del ángulo entre los vecto- 
res directores a у b de estas rectas. Entonces, si p < 90° 
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(fig. 206, a), ф = эр; sip > 90° (fig. 206, b), p = 180° — 4р. 
Es evidente que en ambos casos la igualdad cos ф = | cos y | 


o 
Fig. 206 


es válida. Según la fórmula (1) del 20 tenemos 


= cos (a; = E? 
cosp= соз (a; 6) = тарт, 
por consiguiente, 
labi 
lal- [bit 
Sea que las rectas están definidas por sus ecuaciones 
canónicas 
=z n YB 4 2—22 
ж оаа a 4 


cos p= 


Entonces, el ángulo q entre las rectas se determina con 
ayuda de la fórmula 


Larbi Hagha- аз | (0) 


соз ф == . 


Si una de las rectas (o ambas) está definida no por las 
ecuaciones canónicas, entonces para calcular el ángulo es 
necesario hallar las coordenadas de los vectores direclores 
Че estas rectas y, luego, hacer uso de la fórmula (1). 
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Problema i. Calcúlese el ángulo entre las rectas 


+3 0 2-7. = уфа з—1 


-y Wa 2A ув" 

A Los vectores directores de las rectas tienen las coorde- 
nadas: a = (—V Z; V3; —2), b = (V3; V3; VB). Según 
la fórmula (1) hallamos 
1146+V8-2V81__2y8 
V2+2+4 V3+3F6 21422 уб 

Por consiguiente, el ángulo entre las rectas dadas es 
igual а 60°. 
Problema 2. Calcúlese el ángulo entre las rectas 


cos p= 


3x—12-+7=0, { 42—у+ф2=0, 
2+у—82—1=0, ? y+241=0. 


4 Tomemos por vector director a de la primera recta el 
producto енш del los vectores normales л, = (3; 0; —12) 


y n, = (1; 1; —3) de los planos que definen esta recta. 
Según la еза (4) del 22 obtenemos 
i j k 
a=(m;n]=|3 0 —12 |=1412i—3j+ 3k. 
11 —3 


Análogamente hallamos el vector director de la segunda 
recta: 


i ј Е 
4—11 
0 Ж 


Según la fórmula (1) calculamos el coseno del ángulo 
buscado: 


= —2i—4j 44k. 


1424(—2)—3-(—4+341 _( 

уаз 59 ү 21-41-41 

Por consiguiente, el ángulo entre las rectas dadas es igual 
а 90. А 


Problema 3. En la pirámide triangular MABC las aristas 
MA, MB y MC son recíprocamente perpendiculares (fig. 207); 


cosp= 
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sus longitudes son iguales a 4, 3, 6 respectivamente. El punto 
D es el punto:medio de [174]. Hállese el ángulo ф entre 
las rectas СА y 


A 
2 Sea que СА y DB son los vectores directores de las 
rectas CA y DB. 


Fig. 207 


Tomemos el punto M por origen de coordenadas, Según la 
condición del problema tenomos A (4; 0; 0), B (0; 0; 3), 


C (0; 6; 0), D (2; 0; 0). Por lo tanto СА = (4; —6; 0), 
A 
БВ = (—2; 0; 3). 

Hagamos uso de la fórmula (1): 


сов == 14;—2-(—6).0-0:81 E 
V164 36-0 Y4F0F9 8" 
Por la tabla de los cosenos determinamos, que el ángulo 
entre las rectas СА y DB es igual, aproximadamente, 
а72. А 


$ 70. Condiciones de paralelismo 
y perpendicularidad de dos rectas 


Las rectas con,los vectores directores а y b: 
a) son paralelas si, y sólo si, los vectores а y b son coli- 
neales; 
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b) son perpendicularos cuando y sólo cuando los vectores 
а y b son perpendiculares, es decir, cuando a-b = 0. 
De aquí obtenemos las condiciones necesarias y suficien- 
tes de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, defi- 
nidas por las ecuaciones canónicas. 
Para que las rectas 
E у—ң —җ y 
ЕГ 


sean paralelas, es necesario y suficiente que se cumpla la 
condición 


ау _ {аз as 
A ak (09 


En caso de que cualquiera de los números 01, bz, ba sea 
igual a cero, deberá anularso también el número que le co- 
responda ал, а, ау 

Para que las rectas sean perpendiculares es necesario 
y suficiente que se cumpla la condición 


asb, + abs + agbs =0. 2 


Problema 1. Entre los siguientes pares de rectas señálense 
los pares de rectas paralelas y perpendiculares: 


2—03 _у+5_—1 2410—4202. 
ajuae y = ==; 


—13 3 5 
А [zwe =0, ЕЯ 
) | 4ш—2у—%+1-0 У 3 т 
Т pe ак0, 
c, y=4+ 3t, y р 
аак 3y—2+9=0. 


a) Es ovidente que los vectores directores а = (2; 4; —13) 
y b = (3; 5; 2) no son colineales. Por consiguiente, las 
rectas no son paralelas. Comprobemos la condición de perpen- 
dicularidad 


abı + arba + азЬ» = 2-3 + 4-5 — 13.2 = 0. 


Las rectas son perpendiculares. 
b) El vector director de la segunda recta tiene las coor- 
denadas b = (3; 2; 4). Por vector director de la primera 


245 


recta se puede tomar el producto vectorial de los vectores 
normales т = (2; —3; 0) y п, = (4; —2 —2) de los planos 
que dofinen esta recta: 


è g k 
a- [mun j=[2 —3 0|=6i—4j+8k. 
4 -2 -2 


La condición (1) so cumple, ya que £ = & = 8, Las 
rectas son paralelas. 

e) El vector director de la primera recta tiene las coorde- 
nadas a = (2; 3; 1). Es fácil reducir las ecuaciones do la 
segunda recta a la forma canónica 


Por consiguiente, b = ( 
Los vectores e y b no son paralelos. Tampoco son perpen- 
diculares, ya que 
ayy Hagn Habs =? ( -4) +3+4 #0. 


Las rectas dadas no son paralelas пі perpondicularos. 
Problema 2. Hállese la ecuación de la recta que pasa 
por el punto Me (2; —3; 4) perpendicularmente a las rectas 
242 0 3_344 „ т+4_у—0 4 

+ LO агаг а 

< Sea que ol vector (а; b; с) es el vector director de la 
recta buscada. Entonces sus ecuaciones tienen la forma 


4 


22_4+3 
геч 


e 


Utilizando la condición (2) de perpendiculatidad de las 
rectas, obtendremos un sistema de dos ecuaciones respecto 
a las incógnitas a, b y c: 

a—b+ с=0, 
l 2a+b+30=0. 
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Este sistoma se resuelve fácilmente. Su solución es 


(=: 4i), 


donde c es un número arbitrario. Por consiguiente, la ecua- 
ción de la recta buscada tiene la forma 


z—2 у+3 _1—4 


c0. De donde 


$ 71. Rectas cruzadas. Condición de pertenencia 
de dos rectas a un mismo plano 


Como se sabe (46), las rectas 1, y 1, se denominan cruza- 
das, si no están situadas en un mismo plano. Sea que a y Б 
son vectores directores de estas rectas, y los puntos M, y Mo 
pertenecen a las rectas l, y la 
(fig. 208) respectivamente. 


a ї 
Entonces, los vectores а, b, 


-—> 
M,M, no son coplanares, y, м, 
por % tanto, su producto 
mixto no es igual a cero, es 


decir, (a; b; MM) # 0. 
También es válida la afir- 


mación inversa: si (a; b; cir 008 
чер М; 
МҮМ) = 0, los vectores a;b; 
-=> 
M,M, no son coplanares, y, 
por consiguiente, las rectas l Fig. 208 
y l, по están situadas en 


un mismo plano, es decir, se eruzan. Así pues, dos rectas 
se cruzan cuando y sólo cuando se cumple la condición 


(a; b; ML) 0, a 


donde a y b son vectores directores de las rectas, y M, y Ma 
son puntos pertenecientes a las rectas dadas respectivamente. 
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La condición 
-— 

(a; b; MM) =0 (2) 
es la condición necesaria y suficiente para que las rectas 
se sitúen en un mismo plano. Si las rectas están definidas 
por sus ecuaciones canónicas 


к= Y—H 
a 


а 


EH) 2280-28, 
Ж г STR? 


entonces а = (aj; аз; аз). b = (bj ba; bs), М, (ZG уу; д), 
Ma (ть; Ya; 2з) y la condición (2) se escribe del modo siguien- 
te: 
а, а аз 
b, bz bs 
0—2; hah n— 


Problema. Analíceso la situación recíproca de las rectas: 


(3) 


22_y4_ 5-4 2—3 


арр а= 
2=342t, r=2-t, 
„{ =3—8t, y iam 
2=7+4t 2=7+t; 


| + у+—1=0, ®—4 _у—2_—8 
) | зэ+у—+17=0 У г =т=т 


2 а) En el caso dado a = (2; 3; 1), b = (—1; 2; 3), 
M; (2; 4; 4), М, (3; —1; 3). Comprobamos la condición 
(3): 


na зр 
т 3 1—4 
> 2| 266-63-20 
+ 1 —5|=20+6+3%0. 


Por consiguiente, las rectas dadas se cruzan. 
b) Los vectores directores de las rectas tienen las coor- 
denadas a = (2; —8; 4), b = (—1; 1;,1). La primera recta 
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pasa por el punto M, (3; 3; 7), la segunda recta, por el 
punto M, (2; 5; 7). Comprobemos la condición (3): 


A а-за 
3 Bo 20 —1 0 —42 


ж—4+8—4=0, | 


Las rectas dadas están situadas en un mismo plano. Los 
vectores directores de las rectas son, evidentemente, no coli- 
neales. Por consiguiente, las rectas se cruzan. 

c) Tomemos por vector director de la primera recta el 
producto vectorial de los vectores m, = (1; 1; 1) y п, = 
= (5; 1; —4), es decir, de los vectores normales de los 
planos que definen la primera recta: 


E КЕ Я 
74115 a+ ls 17 
= —21+6]—4К. 1 


De la ecuación de la segunda recta vemos que b = (1; —3; 
2). Los vectores аео de las rectas dadas son colineales, 


ya que т = 5 = z Por consiguiente, las rectas dadas 
son paralias; Puesto que el punto M, (4; 2; 8) perteneciente 
a la segunda recta no satisface las ecuaciones de la pri- 


mera recta, las rectas dadas no coinciden. А 


$ 72. Cálculo del ángulo entre una recta y un plano. 
Condiciones de paralelismo y perpendicularidad 
de una recta y un plano 


Examinemos la recta Z con el vector director а y el plano 
р соп el vector normal л. Designemos con q ol ángulo on- 
tro la recta Г y ol plano р, y соп p, ol ángulo entre los vecto- 
resa y п. Es fácil ver que p= 90° — y, sip < 90° (fig. 209, a) 
y p =p — 90%, si ф > 90° (fig. 209, b). En ambos casos 
es válida la igualdad sen Фф == | созар}. 

Por la fórmula (1) del $ 20 hallamos 


an 


соз p= соз (a; )=+т т», 
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y, por consiguiente, 

la-n| 
lalin] 

Si son conocidas las coordonadas cartesianas rectangula- 
res del vector director de la recta y del vector normal del 


sen = 


Yig. 209 


plano a == (a,; ау; аз) y п = (А; В; C), entonces ol ángulo 
puede ser calculado con ayuda de la fórmula 


1 ауА--а„В--а,С | a) 
VAFA улет" 
Problema 1. Calcúlese el ángulo entro la recta y el plano: 


а) == у ш+у+г+13=0; 


sen q = 


2=2-—3t, 
b) у=1—1 y +2у—:+1=0, 


; ( 3x—2Yy+24+1=0, 
9 { 4r—3y+ 410 
5 а) En el caso dado а = (2; 2; —1), л = (4; 1; 1). 
Por la fórmula (1) calculamos el seno del ángulo buscado: 
a 124+24—141_ IN 
A AAA VRT VB YE 
El ángulo entre la recta y el plano es igual a 45”. 
b) Puesto que а = (3; —4; —4) y n= (1; 2 —1), 
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y 22—y—224-5=0. 


entonces 
= 5224 2 220108. 
UAT VA Vi ya 
Por la tabla de senos hallamos que q = 5”. 
с) Tomemos рос vector director de la recta el producto 
vectorial de los vectores normales m = (3; —2; 1) 1) п, = 
= (4; —3; 4) do los planos que definen la recta. Hallomos 


sus coordenadas: 


č 1% 
a=[nynj=|3 —2 1|=—5i—8j—k. 
4-34 


Las coordonadas del vector normal del plano dado las 
hallamos de su ecuación п = (2; —1; —2). Рог la fór- 
mula (1) calculamos el seno del ángulo buscado: 


[E 


ya? 


El ángulo entre la cecta y el plano es igual a сего. А 
La recta con el vector director a y el plano con el vector 
normal л son paralelas зі, y sólo si, los vectores а y љ son 


A 
і ; 
i 
(2 p E 
| 
з) b) 
Fig. 240 


perpendiculares (fig. 210, а). Es evidente, que para que 
la recta y el plano sean perpendiculares, es necesario y sufi- 
ciente que los vectores a y п sean colineales (fig. 210, Б), 
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Si la recta y el plano están definidos por las ecuaciones 


EAS у As+By+C:+D=0, 


a; de ay 
ellos son: 
a) paralelos si, y sólo si, 
аА + aB + aC = 0; (2) 


b) perpendiculares cuando y sólo cuando 


1-42 

ASS 

La recta está situada en el plano si, y sólo si, en primer 
lugar, es paralela al plano y, en segundo lugar, por lo menos, 
un punto suyo pertenece al plano. Por lo tanto, Іа; condi- 


ción necesaria y suficiente de pertenencia de la recta == = 
Л 
= AA = al plano Ал + Ву + Се +D = 0 con- 
siste en el cumplimiento de las dos igualdades siguientes: 
аА + а„В +a, = 0 y Ах, + By + Сә +D=0. (4) 
Problema 2. Entre los siguientes pares de rectas y pla- 
nos indíquense los paralelos o perpendiculares; en caso de 
intersecarso una recta y un plano, hállese el punto de inter- 
sección: 


а) E y Tr—2y4+32—1-=0;, 


b) 3 y =2—у+2—3-:0; 
бї 4- 3у — 22—21 =0, 


© der+ryp2ao Y 2®—б%#—5:—91=0. 
£ a) El vector director do la recta tiene las coordenadas 
а = (3; 3, —5). el vector normal del plano, æ == (7; —2; 3). 
Es evidente, que los vectores son no colineales; por consi- 
guiente, la recta no es perpendicular al plano. Comprobemos 
la condición (2) de paralelismo de la recta y el plano 


аА + aB + а,С = 3.7 — 3.2 — 5-3 = 0. 


La condición se cumple. La recta y el plano dados son 
paralelos. 
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b) En el caso dado a = (2; 3; 4) y n = (1; —4; 1). 
Los vectores no son colineales, por eso la condición (3) no se 
cumple. Comprobemos la condición (2) de paralelismo de la 
recta y el plano: 


аА + AB + aC = 2.1 —3.1 4 4-1 5 0. 


La condición по se cumple. La recta y el plano no son 
paralelos y, por consiguiente, se cortan. Para detorminar las 
coordenadas del punto de intersección es necesario resolver 
un sistema de tres ecuaciones con bres incógnitas: 


| 


Tal sistema es fácil resolver, escribiendo previamente 
las ecuaciones de la recta en forma paramétrica: 


з= 0{, 
| у= 14-3. 
2=14+4t, 


Sustituyendo los valores т, y y т en la ecuación del plano, 
obtendremos 


2t — (1 +31) +1 +4t—3 = 0, 


de donde t = 1 y, por lo tanto, z = 2, y = 4. z = 5. 
La recta y el plano se intersecan en el punto (2; 4; 5). 

c) Tomemos por vector director de la recta el producto 
vectorial de los vectores л, = (6; 3; —2) y п, = (6; 1; 2), 
es decir, de los vectores normales que definen la recta dada. 
Hallemos sus coordenadas: 


ij k 
a=[n; m]=|6 3 —2|=8i—24j—12k. 
6141 2 


El vector normal л del plano dado tiene las coordenadas 
(2; —6; —3). La condición (3) de perpoendicularidad de la 


La recta y el plano dados son perpendicularos. Para deter- 
minar el punto de intersección de la recta y del plano escri- 
bamos la ecuación de la recta en la forma paramétrica. 
El vector director de la recta ya está hallado, es el vector 
a = (8; —24; —12) o el vector colineal a él (2; —6; —3). 
Nos resta hallar un punto cualquiera de la recta. Considera- 
mos que z = 0, entonces 


3y-—2=21, 
( уз 2=31, 


de donde y = 13, z = 9. El punto (0; 13; 9) pertenece a la 
recta. Por consiguiente, las ecuaciones paramétricas de la 
recta tionen la forma 


22, 


z= 
Sustituyendo los valores z, y y z en la ecuación dol 
plano, obtendremos 
át — 6 (13 — 6t) — 3 (9 — 3t) —M = 0 
о 49t = 196, 2 = 4. El punto de la recta, que se obtiene 
para un valor del parámotro ¿ = 4, pertenece al plano. La 
recta y el plano se cortan еп el punto (8; —11; —3). А 
Problema 3. ¿Para qué valores С y D la recta 202 = 


= 22 = 32 pertenece al plano ғ + 2y + Cz +D = 


= 0? 


2 En el caso dado las condicionos (4) de pertenencia de 

la recta al plano tionen la forma: 

—2-1+3.2+2.С=0, —224+21+3C0C+D= 
Por consiguiente, С = —2 y D = 6. 


А 
Probloma 4. Hállese la ecuación del plano que pasa рог 
el punto Me (4; —3; 1) paralelamonte a las rectas: 


ж ой add y3 2-4 
q: LS adas ра: 
^ La ecuación del plano que pasa рог el punto dado М, 
tiene la forma 


A(c—4+B(4+3+C(—1)=0. 
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Este plano será paralelo a las rectas dadas si, y sólo 
si, para cada una de las rectas está cumplida la condición 
(2) de paralelismo de la recta y del plano. Por lo tanto, 
para determinar los coeficientes A, B у С tenemos dos ecua- 
ciones 

64 +28 —3C =0, 


SA +4B + 2С = 0, 


de las cuales hallamos fácilmente: А = FC, В = FC. 
а 0.2. A 
=> а: аза TE 


La ecuación buscada del plano será la ecuación 
#С@—5)—ЩС(у+3)++С(а—1)=0 CH0, 


ô 16x — 27y + 142 — 159 =0. А 

Problema 5. Hállenso las ecuaciones canónicas de la recta 
que pasa рог el punto М, (—5; 0; 8) y es perpendicular 
al plano 2x,— 3y + 52 = 0. 

A Las ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
dado M, tienen la forma 


Esta recta será perpendicular al plano dado cuando y só- 
lo cuando esté cumplida la condición (3) de perpendiculari- 
dad de la recta y el plano: 


es decir, cuando el vector n = (2; —3; 5) es el vector direc- 
tor de la recta. Por consiguiente, la ecuación buscada ticne 
la forma 
Es. E 
2—3 
Problema 6. Hállense las ecuaciones de proyección de la 
recta 


sobre el plano 
2z —y— 3z +6 = 0. 
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4 La proyección de la recta sobre el plano es la recta de 
intersección de dos planos: del plano dado y del plano que 
es perpendicular al dado y atraviesa la recta dada. Por lo 
tanto, para resolyer el problema es suficiente hallar la 
ecuación del plano que contiene la recta dada y es perpendi- 
cular al plano dado. Sea que 

Ах + Ву + С2 4+0 = 0 
es la ecuación del plano dado. Entonces, de la condición de 
perpendicularidad de los planos obtenemos la ecuación 
24 — B — 3C = 0, 


y de la condición (4) de pertenencia de la recta al plano, 
las ecuaciones 
YA — 4B —7C = 0 y A —B +D = 0. 
De las ecuaciones obtenidas se deduce que: 
А = —56, B=-A3C, р = 8С. 
Así pues, la ecuación del plano que es perpendicular al plano 
dado y que pasa por la recta dada será la ecuación 
— 5Cx—13Cy + C2—8C=0, C#0, 
ó 5z + 13у —z +8 = 0. 
La proyocción buscada es la intersección dol plano dado 
y el hallado. Por consiguiente, sus ecuaciones son 
524 13y—248=0, 
2r— у—3:+6=0. А 


Problemas para el capítulo V 
и 7 D, Е Э 
5.1. Se da el paralelepípedo ABCDA,B,C,D,. Escríbanse por 


medio de los vectores АЙ = r,, AD = r}, АА, = ra las ecuaciones 
vectogiales paramétricas de ав recias: a) AC, D) CA у; е) BD 5 d) Вз; 
©) CD 


5.2. Uscríbanse las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa 
por el punto My y que tiene un vector director a, si: 


а(2; —2 1); 
alu —1; У); 
OS 
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. Escribanse las ecuaciones canónicas de la recta que pasa 
junto Mo y que tiene un vector director a, si 
a) Mo (2; 1), а@; —3; 45 
b) Mo (2; el y: 
9 i (8; 0; аф; 
Escríbanse las ecuaciones canónicas de la recta que pasa 
por Le puntes My: y Mo, si: 
а) M, ( 


м. 5 Hágase la ecuación del plano que atraviesa los puntos My 
з, My 
иу e: ¿js ым, 3 0), Ma 0: 
b) M 2 med ES 


Я 
Ы даага ъл D мга) 
Escribase' para cada plano НАТ segmentaria. 
5.7. Escribase la ecuación del plano que atraviesa el panto Mo 
y es perpendicular al vector 
a 5 n 


S : 0). 
‚8, Bsoribae lo ecuación Л ЕД que atraviesa el punto Ma 
y es paralelo al plano dado, si: 

а) Mol, —5, 4) 4272 4+6=0; 

b) Mo (3, 4. —10), 


(2 3 E AE SE 
о м0, —1, 3). -pgi 
9-9; Mállese, In ecuación del plano que pasa por el punto 


ме (4; 2; 4) y el eje de las abscisos. 
510. Halle lo couación del plano que pasa por los, puntos 
м, e 1) (0; 4; 2) paralelamente а] eje de ordenadas, 
Л, башар dd Lies del Iriángulo que so corta del ángulo de 
coordenadas yOz por el plano 2z — 3y + 6z — 24 = 0. 
12. Calcúlese el ángulo entre los planos: 
Pp a y =+20y +72 = 0; 
b) bz + 3y -2а—7=0 y 242 +05 
PEENE ато y 2: 2y} at 13 
Ф е2 у у—г+0=0. 
5.13. Dete: шл cuáles de los siguientes pares de los planos 
son “paralelos, perpendiculares o comeiden: 


а) 2®--Зу--44—12=0 y Gr+9y412—12=0; 
b) 32 Y44y—=341=0 у A—2y—54+3=0; 
с) 224 3y—=42=0 y 22+0+2— 1 


а) 102—12у--6:—240=0 у 
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5.14. Determínese, para qué valores № son perpendiculares los 
siguientes planos: 

a) 3z + ky + 42—550 y de —By+ 4242 

b) 3= + 4y +kz—6=0 y 4—4 1м 

c) kz + áy + 3z —4=0 y 3у — 4:3 = 0. 

5.15. Determínese, рага qué valores œ y В son paralelos los pla- 


nos siguientes: 
а) 3z 4 ay + 4z —3=0 y 4: — 3y + pz+4= 0; 
де ой Б 0 y &®++5—=0; 
c) 3z + y a — 1 y 6r- 2y + 10: + В = 0. 
5.16. Escríbase la сес del plamo que раза por Jos puntos 
) у Ma (6; 0; 5) y es perpendicular al plano z — y + 


ОШ 


Ye Perpendicular a los planos z — у 2—7 = 0, 32+ 2y — 
z 

5.18. Escríbase la ecuación del plano que pasa por el punto 
М, @ — 4) perpendicularmente а los planos Зу — 5z + 1= 0, 


Gio; Bacsiianes; Ten: eoucionas, eañónicas dea rca de falar 
sección de los planos = — 2y + 83 — 4 = O y 3z + 2y = бв — 4 = 0 
5.20. HáJlense las ecuaciones canónicas de las rectas siguientes: 


9 денин, b) [22—3=0, 


382—150; y+5=0; 
o a—y+2=0, d) (82+5y—6=0, 
Lame 3y — z= 0; z—2y+3=0; 
e) ficar] 
By —12 0; 


5.21. Hállense las ecuaciones сабаса de la rectas, formadas 
por Ja intersección del plano 2z — Зу — 42 + 11 = 0 соп los planos 
le coordenadas. 
5.22, Hállense las ecuaciones paramótricas do la recta: 
ЫЛ 2—2y4+34=0, b) f z—2y+3:-+1=0; 
3y+2y —5s—4== 0; {рус 4—8‹=0. 


5.2. Mállese Ja ecuación del plano, que pasa por la, reeta do 


intersección de los planos 2z — 3y + z — 3 = 0,2 + 3y + 2z + 1 == 
= 005,8 punto ; 

Шве a ecuación del plano a ¿ue pasa рог la recta de 

interaccción de los planos 2z — y + = 2y —:+2= 


= 0 paralelamente RE vector (2; —1; 2). 
Normalícense las ecuaciones « de los planos: 

а) 3z — бу + 2z + 21 = 
b) 52 + 12у 4 26 = 0; 
c) 22 + 18 = 
З Talles da distancia del origen de coordenadas al plano: 
арте 

152 + ч — 1 — 100 


е) Vz + y — z + 32 = 0. 
Sad, наета distancia a de un punto a un plano: 
a) М (1; 2; 4), 2z + 2y — z — 11 = 0; 


258 


b) M (7; 0; —7) 48z ети = 0 
e) M (05: И12; 2) y у3--5--20 
зв. КАЛКА la distancia del punto M (0; 4; —3) al pieno 
que pasa por los puntos M, (3; 1; —5), Ma (8; 3; 3) Ma (—2; —1; 4). 
5.29. Calcúleso la distancia entre los planos paralelos: 
aj З= — бу — 2s + 35 = 0 y 6z 12y — áz — 
AEN җар ie y эла үзе 
с) 7z — 21—305 = 0y 7 —VY +2—6=0 
E саен а a Tas rectas: 
#—3 _ у+2 _ a E у—38 _1:+5. 
ы 2 4 ы ко тшшш ж. 


УЗ z ye 


P (ratz y [ru—ár42=0, 
Sm — 6144 ESAS 
с) [3т—4у+3-1—=0, y { #—%—3=0, 

=— бу — 6з--2=0 z+ 2у-+-25-+-9=0, 


5.31. Determínese, cuáles de los siguientes pares de rectas son 
paralelas y cuáles son perpendiculares: 


a) 


z—2 уні 1 2—7 у—1 _ 
a E y FH-G2= 
b) f z=, z=t, 

[== y [Lamas 

z=—3t 1=—3— 3t; 


ai 22—2—7=0, у { а+20—5:=0, 
афу 382-50 z—2y+3z—13=0; 
d) z~—41=0, 
das aso 


y 


5.32. Se dan las rectas 


242 
2 


para qué valor æ son perpendiculares. 
¡állense las ecuaciones: oanónicas de la recta que ostá 


33. 
situada еп el plano yOz, que pasa por el origen de coordenadas por- 
2—4 122 
pendionlarmente а la recta - 
5.34. Hállense las eowaciones canónicas de la recta que pasa 
рог el punto Mae (2; —3; 4) perpendicularmente a las rectas 


200—0 2-5 2—8 4 
20. y ==, <= EE 
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5.35. Determínese, si están situadas ёп un mismo plano las 
rectas siguientes: 


PELE ла z449 y 4372. 
Жо AG 
=—2+3t, 
10 ba Ыы 
5 2 == y {= 
a=4= 


о) [22—31-42=0; z—121449=0, 
2у—2—6=0 Y {\ 4у—8724-148=0; 
4) {=н у=22—5, 
y=—547 У 22724-2. 
5.36. Determínese si ве intersecan las rectas siguientes: 


2-1 y? s z _у{+5 _з—5. 

Эро» ELE E 
-4 4 

ы 224-022. y 


5.37. Determínese si las rectas dadas son cruzadas: 


y Ft, y > 
b) A | {електе 
2—2y+3-—9=0 2—y+143=0. 


5.38. Calcúleso ol ángulo entre іа reota y ol plano: 


242 0—8 245 А 
а) 28 =P у y+:47=0; 


y=á4t y y 42 
2=544 
с) [T7—5y+5—11=0, а. е 
{ a 62 —30—8:-+18-=0. 
5.39. Analíceso la situación recíproca de los siguientes pares 


de rectas y planos (en caso de intersección do la recta y el plano, hâ- 
Nese el punto de intersección): 


b) ене 


y H EOL HE y урафо 

Ы у 324 +2+3=0, E 
La do Y EA 

e) (2=12+4t, 

(2 y 3т+5у—:—2=0; 
r=1+t 
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y 4r+3y+2—8=0; 


у 4r+y-7=0. 


5.40. Hállese la ecuación de la recta que por al pisa 
Мо (2; 0; —1) perpendicularmente al plano 2z y Зу — 24 
5.41. НаПеѕе а ecuación del plano que pasa por el “ше 


Mo (7; 9; 14) perpendicularmente a la recta & = БЕ 


5.42. ¿Para qué valores de а y $ 1атейа EPS = 171 
pertenece al plano z — 2y — 4z + 4 = 0? 


5.43. Mállese la ecuación de la proyección de la recta = 
y+2 — 


2 sobre el plano 8z + 2y — s — 5 = 0. 


5.44. Hállense las ecuaciones cunónicas de las proyecciones de 
la recta 


(di —2=0, 
24у —5: 100 


sobre los planos de созге 


Capítulo VI 


SUPERFICIES CURVILINEAS ELEMENTALES 
Y CUERPOS DE REVOLUCIÓN 


$ 73. La esfera y el cuerpo esférico 


Se denomina esfera de radio R con centro en el punto C 
(fig. 211) el conjunto de todos los puntos del espacio que 
se encuentran a la distancia dada R de un punto fijo С. 

Con otras palabras la esfera de radio R con centro en el 
punto C es un conjunto de todos los puntos M del espacio que 
satisfacen la condición 


1CM|=R. (1) 


Se denomina diámetro 
de la esfera el segmento 
que une dos puntos de ésta 
y pasa por su centro, Es 
evidente que la longitud 
del diámetro de la esfera 
de radio R es igual a 2R. 

Si en el espacio está de- 
finido un cierto sistema car- 
tesiano rectangular de coor- 
denadas y (a; b; c) son las 

Fig. 211 coordenadas del punto С, 

y (z; y; 2) son las coorde- 

rc del punto M, entonces la condición (1) toma la 
'orma 


саара а геу 


De aquí se deduce que la esfera de radio R con el centro 
en el punto С (a; b; с) tiene la ecuación 


(ж — а} + (y — b + (а: — с)? =R?, (2) 
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En particular, la esfera de radio R con el centro en el 

origen de coordenadas tiene la ecuación 
а? + у 4 2° = Н, (3) 

Problema 1. Hágase la ecuación de la esfera de radio 
R =5 con el centro en el origen de coordenadas. 

A Sustituyendo directamente en la ecuación (3) el valor 
del radio obtendremos 

2° у? + 02 = 25. А 
Problema 2. Escríbase la ecuación de la esfera соп cen- 
tro en el punto C (2; —3; 5) y radio igual a 6. 
A Sustituyendo el valor de las coordenadas del punto С 
y el valor del radio en la ecuación (2), obtendremos 
(= — 29 + (y + 3)° + (2 — 5)* = 36. д 
Problema 3. Hállese el centro y el radio de la esfera 
(z + 4)# + (y — 3)* + 2° = 100. 

2 Comparando la ecuación dada con la ecuación de la 
esfera (2) vemos, que а = —4, b = 3, с = 0, R = 10. Por 
consiguiente, С (—4; 3; 0), А = 10. a 

Problema 4. Domuéstrese que la ecuación 


аз 4 y? 4 22 — 25 +4 —6+5=0 
os la ecuación de la esfera. 

A Transformemos el primer miembro de la ecuación 
dada formando los cuadrados de los binomios que contienen 
т, y y 2 respectivamente: 

а? — 2х -+ y? + 4у +2? — 62 + 5 = (х —1)#—1 + 
+ (y +29 —4 + (39 4+5=(2—1P + (y +2%+ 
+ (2 — 3) — 9. 
Por consiguiente, la superficie dada tiene la ecuación 
(z — 1)# + (y + 29 + (2 — 3) = 9. 

Esta ecuación representa una ecuación de la esfera con 
centro en el punto С (1; —2; 3) y radio R=3.4 

Se denomina cuerpo esférico (globo) de radio R con centro 
en el punto C el conjunto de todos los puntos del espacio, 


cuya distancia del punto fijo C no sobrepasa el número 
dado В. 
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Con otras palabras, el cuerpo esférico de radio R con cen- 
tro en el punto С es el conjunto de todos los puntos M 
del espacio que satisfacen la condición 


[CM|<R. 
En coordonadas esta condición tiene la forma 
(к — a}? + (y — b}? + (& — c} < АЗ, 


La esfora de radio R con centro en ol punto C зе denomina 
superficie esférica. Al rospecto se dice que ella limita el 
globo de radio R con centro en el punto C. 

Teorema. A través de cuatro puntos cualesquiera no situados 
en un mismo plano pasa una sola esfera. 

O Sea que А, B, D, E son cuatro puntos que no están 
situados en un mismo plano. Es suficiente demostrar quo 
existe un solo punto С 
equidistante de los cuatro 
puntos dados. Es evidente, 
que el punto С será ol 
centro de la esfera que pa- 
sa por los puntos dados, 

Рог los puntos A. 3, D 
que, evidentemente, по 
están situados on una mis- 
ma recta, pasa un solo 
plano р y una sola circun» 
Тегопсіа. Sea que C, os el 

Fig. 212 centro de esta circunferen- 

cia. Está claro, que el con- 

junto de todos los puntos del espacio equidistantes de los 

tres puntos А, B, D, os la perpendicular Г al plano p que 
pasa por el punto С, (fig. 242). 

Examinemos ahora los puntos А y £. El conjunto de 
todos los puntos del ospacio equidistantes de los puntos 
A y E es el plano g, que es perpendicular a la recta AL 
y pasa por ol punto medio dol segmento AE. El plano q 
cortará obligatoriamente la recta l, ya que el punto Ё 
no está situado en el plano р. Es evidente, que el punto С, 
que es la intersección del plano g con la recta 1, será oqui- 
distante de todos los cuatro puntos dados А, B, D. E. 
Do la construcción se ve que ol punto С es el único punto 
del espacio, que satisface esta condición. Ш 
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$ 74. Posición recíproca del plano y la esfera 


Sea que están definidos el plano р y la esfera ө de 
radio R con centro en el punto С. Analicemos su posición 
recíproca en el espacio. 

Тгасетоз a través del punto С la recta l perpendicular 
al plano p. Sea que C, es el punto de intersección de la rec- 
ta l con el plano р. 

Si | CC, | > R, la esfera « no tiene puntos comunes con 
el plano p (fig. 213), ya que el punto C, está situado fuera 


Fig. 243 Fig. 214 


de la esfera de radio R con centro en el punto С, y los demás 
puntos w plano p distan del punto C más que el punto С. 

Si | CC, | < R, el plano p corta la esfera w por la cir- 
аа (fig. 214) con centro еп el punto С, у radio 


r=V eC. 


De hecho, si M es un punto arbitrario perteneciente a p 
y œ, entonces del triángulo rectangular ССМ obtenemos 


1C,M| =V [CM]? [CC = Y СС, [2 ғ. 


Por último, si | CC, | = R, el plano р con la esfera œ tiene 
un punto común, que es el punto С, (fig. 215). 

El plano que tiene con la esfera solamente un punto co- 
mún se denomina plano tangente de esta esfera, y su punto 
común, punto de tangencia. 

De lo expuesto se deduce que si | CC, | = R, entonces el 
plano p es un plano tangente a la esfera о, además, el punto 
С, es un punto de tangencia. Por su construcción el plano р 
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es perpendicular al diámetro que pasa por el punto de tan- 
gencia C,. 

Teorema. Æl plano es tangente a la esfera, si pasa por un 
punto de ésta y es perpendicular a su diámetro, que pasa por 
dicho punto. 

- En efecto, si M өз un punto arbitrario del plano p di- 
ferente del punto C, (véase fig. 215), entonces | CM | > 
> | CC, |, y, por lo tanto, el punto М no pertenece а la es- 
fera œ. Por consiguiente, el punto 
C, es el único punto común del 
plano p y de la esfera o, es decir, 
el plano p es un plano tangente a 
la esiera о. W 

Problema 1. ¿Cómo están situa- 
dos los planos definidos por las 
ecuaciones z = 3, 2 = 5 у х= = 7 
respecto a la esfera 


22 + y yz = 25? 


A La esfera dada es la esfera de 
radio R = 5 con centro en el origen 
de coordenadas O (0; 0; 0). 

El primer plano dista del centro de la esfera d = 3. 
Por consiguiente, corta la esfera por la circunferencia de 
radio r = }/'5# — 37 = 4 con centro en el punto (3; 0; 0). 

El segundo plano dista del centro de la esfera d = 5. 
Por consiguiente, ol plano es tangente a la esfera en el pun- 
to (5; 0; 0). 

El tercer plano se encuentra del centro de la esfora a la 
distancia d = 7 > А. Por consiguiente, el plano no tiene 
puntos comunes con la esfera. 4 

Problema 2. El plano y = 3 corta la esfera 

а? + у tzr +2 = 16 
por cierta circunferencia. Hállese su radio y centro. 
2 Transformando la ecuación de la esfera a la forma 


(= 1) + + (a+ 1) = 48, 
vemos que la esfera dada өз la esfera de radio R = 18 con 
centro en el punto (1; 0; —1). 

El plano y = 3 dista del centro de la esfera d = 3. Por 
consiguiente, él corta la esfera por la circunferencia de radio 
r =Y18—9= 3 con centro en el punto (1; 3; —1). А 
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Fig. 215 


$ 75 ”. Superficies de revolución 


1. Sea que en el plano p están definidas la curva L y 
cierta recta І. Se llama superficie de revolución, la superficie 
engendrada por una curva Г. 
que gira alrededor de la rec- 
tal 

Sea que la curva L está si- 
tuada en el plano 20у (fig. 216) 
y tiene la ecuación 


y = f (z), zEla, b]. (1) 


HaJlemos la ecuación de 
la superficie engendrada por 
la revolución de una curva > 
alrededor del eje Oz (fig. 217). Fig. 246 
Es evidente, que el punto М 
con las coordenadas (т; y; 2), donde = Є la; bl, pertenece 
a la superficie de revolución buscada si, y sólo si, 


ҮЕ = |} (х)|. 


En ofoato, los puntos (2; y; 2) y (æ; f (2); О) están si- 
tuados en una misma circunferencia con centro en el punto 
(2; 0; 0). 


Fig. 217 


Así pues, la ecuación de la superficie, engendrada por la 
curva (1) que gira alrededor del eje Ох, tiene la forma 
у +22 = (0 (2), z€la; dl. (2) 
Señalemos que la ecuación (2) se obtiene de la ecuación 
(1) del modo siguiente: ambos miembros de la ecuación (1) 
se elevan al cuadrado y y? se sustituye por y? + 4. 
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En particular, si la curva L está definida por 1а ecua- 
ción 


Y = F (2), (3) 


entonces la ecuación de la superficie, engendrada por esta 
curva al girar alrededor del eje Oz, tiene la forma 


у +z = F (2), (4) 


es decir, simplemente sustituimos у? por y? + 22. 

So denomina elipsoide de revolución, la superficie 
engendrada por la revolución de una elipse alrededor de uno 
de sus ejes. 

Soa que en el plano хОу la elipse está definida por la 

ecuación 

a а 

Iets (5) 
Hagamos la ecuación de la superficie, engendrada por la re- 
volución de la olipse alrededor del eje ба. La ecuación de 
la elipse (5) se reduce a la forma (3), por consiguiento, para 
obtener la ecuación del elipsoide de revolución es suficiente 
sustituic en la ecuación (5) y? por y? + 2%. Luego de Ja 
sustitución obtendremos 


Ea (6) 


Esta ecuación se escribe habitualmente así: 


Si а > b la ecuación (6) define un elipsoido de revolu- 
ción, estirado a lo largo del cje Ox (fig. 218), si a < b la 
ecuación (6) dolormina un elipsoide de revolución comprimi- 
do a lo largo del eje Ox (fig. 219) y si а = b, define una 
esfera. 

Problema 1. La olipse con los semiejes ò = 6 уа = 4 
y ol centro en el origen de coordenadas gira en torno a su 
eje menor, coincidente con el eje Ox, Escríbase la ecuación 
de la superficie descrita por una olipse en revolución. 

A Escribamos la ecuación do la elipse dada: 


2 y 


Sustituyendo y? por у? + 2? en esta ecuación, obtendremos 
la ecuación buscada del elipsoide de revolución: 


СИ Ёё Ж. 
= 0 Че 


3. Se denomina hiperboloide de revolución, la superficie 
engendrada por la revolución de una hipérbola alrededor de 


А 


Fig. 218 Fig. 249 


nno de sus ejes. En caso de que la hipérbola gire en torno 
a su eje real se genera un hiperboloide de revolución de dos 
hojas (fig. 220) y en caso de quo la hipérbola gire en torno 
a su eje imaginario se engendra un hiperboloide de revolución 
de una hoja (fig. 221). 
Sea que en el plano 20у la hipérbola está definida por la 
ecuación 
ә y 
CS 


(7) 


„Escribamos la ecuación de la superficie, engendrada por la 
revolución de una hipérbola alrededor de su eje real Ол. 
La ecuación de la hipérbola (7) se reduce a la forma (3); por 
consiguiente, para obtener la ecuación de la superficie del 
hiperboloide de revolución de dos hojas es suficiente susti- 
tuir y? por y? + 2* еп la ecuación de Ја hipérbola. Luego 
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de la sustitución obtendremos 


=14. (8) 


Cuando la hipérbola (7) gira alrededor de su eje imagina- 
rio, es necesario sustituir en la ecuación (7) 2° рог z? + 22%; 
luego, obtendremos 

афи p o 


Prablema 2. La hipérbola con los semiejes a = 3 y b=4 
gira en torno a su eje imaginario, coincidente con el eje Oy, 


Fig. 220 Fig, 221 


El centro de la hipérbola coincide con el origen de coordena- 
das. Escríbase la ecuación de la superficie engendrada por 
la revolución de esta hipérbola. 
A Escribamos la ecuación de la hipérbola: 
з y 
79—16 
Para obtener la ecuación del hiperboloide de revolución, 
sustiluyamos en la ecuación de la hipérbola z? por z? + z?. 
Después de la sustitución obtendremos 
ata p 2 on, - 
т 41535 16+ 5-=1. А 
4. Se denomina paraboloide de revolución la superficie 
engendrada por la revolución de una parábola en torno a su 
eje de simetría (fig. 222). 
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Sea que en el plano хОу la parábola está definida por la 


ecuación 
at = 2py. (10) 


Para obtener la ecuación de la superficie de revolución, 
es necesario sustituir en la ecuación (10) 2° por z? + 2%; 
luego, obtendremos 

а? + 2% = 2py. 

Señalemos una propiedad notable más de esta superficie. 
Si hacemos cristalina la superficie interior del paraboloide 
de revolución, y en su foco (se 
denomina foco del paraboloide 
de rovolución el foco de la pará- 
bola giratoria) colocamos una 
fuente de luz, entonces todos 
los rayos de luz, al reflejarse de 
la superficie del paraboloide, 
irán paralelamente al eje del 
paraboloide. 

Esta propiedad se utiliza 
ampliamente en la fabricación 
de reflectores de luz (proyectores, 
n faros de automóviles, proyecto- 

Fig, 222 res cinematográficos y otros 
ә aparatos). 

Problema 3. Escríbase la ecuación de la superficie en- 
gendrada por la revolución de la parábola y? = 2x en torno 
al eje Oz. 

A ` Para hacer la ecuación del paraboloide de revolución, 
engendrado por la revolución de una parábola en torno al 
eje Ox, es necesario en la ecuación y? = 2z sustituir y? 
рог y? + 2°; luego de la sustitución obtendremos 


у + 22 = 25. А 


5. Si hacemos girar una recta, paralela a cualquier oje 
de coordenadas, alrededor de este eje, se generará una super- 
ficie circular cilíndrica. 

Sea dada una recta que está situada en el plano yOz y 
que tiene la ecuación y = a. Es fácil ver que la superficie 
de revolución de esta recta en torno al eje Oz tione la ecua- 


ción 
22 y=a. 
Dicha superficie cilíndrica está representada en la figura 223. 
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Problema 4. Escríbase la ecuación de la superficie ci- 
líndrica, ongendrada por la revolución de la recta y = 3, 
situada en el plano тОу en torno al eje Oz. 


Fig. 223 Fig. 224 


A Sustituyamos en la ecuación y? = 3°, y? por y? + z? 
y obtendremos como resultado 
у + 2 = 9. А 


6. Sea dada una recta situada en el plano yOz y que pasa 
por el origen de coordenadas: 


у = ш, К 0. 


Es evidento, que la ecuación de la superficie de revolu- 
ción de esta recta en torno al eje Oz tiene la forma 


24 у% = ka. 


La ecuación obtenida es la ecuación de la superficie de 
revolución buscada, la cual se llama superficie circular cónica 
(tig. 224). 

“Problema 5. Hágase la ecuación de la superficie de revo- 
lución de la recta 22 = 3y, 2 = 0 en torno al eje Ox. 

A Utilizando la fórmula (2), de la ecuación Зу = 2z halla- 
mos 9 (y? + 2%) = 422. Esta es la ecuación buscada. А 
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$ 76 ”. Superficies cilindricas 


Si a través de cada punto de la curva Г se traza una recta 
paralelamente al vector dado a, engendramos una superficie 
que se denomina superficie cilindrica. Se denominan generatri- 
ces de una superficie cilíndrica las rectas paralelas al vector a 
y pertenecientes a dicha superficie, en tanto que la curva /, 
se denomina directriz de la superficie cilíndrica (fig. 225). 


АП 


[ | 
Шү | 


Fig. 225 


Si en una sección de una superficie cilíndrica por un 
plano, que es perpendicular a sus generatrices (en la sección 
normal) se forma una circunferencia, la superficie cilíndrica 
se denomina circular. Si en la sección se forma una elipse, 
la superficio cilíndrica se denomina elíptica, si se forma una 
hipérbola se Пата hiperbólica, si se forma una parábola, 
parabólica. 

Sea que оп е] espacio se da un sistema rectangular de 
coordenadas Oxyz, y sea que en el plano хОу so da la curva L, 
cuya ecuación tiene en este plano la forma 


F (z; y) = 0. a) 


Escribamos la ccuación de la superficie cilíndrica con las 
generatrices paralelas al vector a = (0; В; y), y0, si 
por directriz se toma la curva L (fig. 226). 

Examinemos un punto arbitrario de esta superficie 
М (=; у; 2). La generalriz l que pasa a través dol punto M, 
cortará ol plano тОу en ol punto N situado en la curva L. 
Si designamos las coordenadas del punto N en el espacio 
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* > 
con (x,; уу; 0), entonces el vector MN tiene las coordenadas 
(a —2% Y —Y; 0 — 2). 


|, 
\Ш | 


1) 


[| ШШ 


Fig. 226 


Үт, 


De acuerdo con la definición de la superficie cilíndrica 


— 
los vectoros a y MN son colineales, es decir, 
— 
MN = Ma: 
por consiguiente, tenemos el sistema de ecuaciones 
з — z = ħa, у— =p, 0—2 = W. 
Al resolver este sistema de ecuaciones respecto аА, т, y 
Yı, obtendremos 
Sh, mora, yy tl. (у 
Puesto que el punto N está situado en la curva L, enton- 


сев F (zu yy) = 0. Sustituyendo дү y y, según las fórmu- 
las (2), obtendremos la ecuación 


PEE S ГЕМ 
Р(х®—5®; у—#4-)=0, (3) 
la cual, evidentemente, será la ecuación de la superficie 
cilíndrica dada. 
Problema 1. Hágase la ecuación de la superficie cilíndri- 
ca, cuya directriz está situada en el plano хОу y tiene la 
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ecuación 22 + y? =4, y las generatrices son paralelas al 
vector а = (0; 1; 1). А2, 

A Puesto que de acuerdo con la condición del problema 
F (z; у) = 22 + y’ — 4 у a = 0, B = 1, ү =1, еп virtud 


Fig. 227 


de la fórmula (3) la ecuación de la superficie cilíndrica 
dada tiene la forma 


(==: +) (= 
o, definitivamente, 
2+(y—a—4=0. 


Esta superficie está ilustrada en la figura 227. А 

Se puede mostrar análogamente, que si la directriz de la 
superficie cilíndrica /, está situada en el plano х0: y se 
define рог la ecuación Ё (2; z) = 0, y el vector а no es 


paralelo a este plano, la superficie cilíndrica tiene la ecua- 
ción 


—4=0 


Р(=—уф: #—ә{)=0. 


Por fin, si L se define por la ecuación F (y; 2) = 0 y a 
по es paralelo al plano y0Oz, la ecuación de la superficie 
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cilíndrica tiene la forma 
P(y-2L; 2-21)=0. 


Señalemos que si la directriz de la superficie cilíndrica 
está situada en el plano z0y, y las generatrices son paralelas 
al eje Oz, la ecuación de la superficie cilíndrica on el espacio 
coincide con la ecuación de la directriz y tiene la forma 


Р (шу) = 0. (4) 


La ecuación (4), como una ecuación del conjunto de los 
puntos del plano, define la curva L, y, al mismo tiempo, la 
ecuación (4), como ecuación del conjunto de los puntos del 
espacio, define la superficie cilíndrica. 

Así pues, cada una de las ecuaciones 


F (z; у) = 0, F(z; 2) = 0, F(y23=0 


pueden ser interpretadas de dos modos: si ésta ез la ecua- 
ción del conjunto de los puntos del plano, entonces es la 
ecuación de la línea £, situada en el plano de sus variablos; 
pero si ésta es la ccuación del conjunto de los puntos del 
espacio, entonces cada una de estas ecuaciones define la 
superficie cilíndrica eon la directriz L y las generatrices 
paralelas al oje de una variable ausente. 

Examinemos varios ejemplos. 

1. La ecuación 


eq yor 


en el plano 20у define una circunferencia con el centro en el 

origen de coordenadas y el radio r (fig. 228, a). La misma 

ecuación define en el espacio una superficie cireular cilíndri- 

са, cuya directriz es una circunferencia situada en el pla- 

no хОу, y las genératrices son paralelas al eje Oz (fig. 228, b). 
2, La ecuación 


2 +202 = 4 


en el plano 202 define una circunferencia con centro en ol 

origen de coordenadas y radio г = 2 (fig. 229, a). La misma 

ecuación define en el espacio una suporficie circular cilín- 

drica, cuya directriz es опа cireunferencia situada en ol 

plano 202, y las genoratrices son paralelas al eje Оу (fig. 
29, b). 
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E 
2) 
b) 
Fig. 228 
z z] 
E 
х, 
a) b) 
Fig. 229 


3. La ecuación 
у +22 +9 = 0 
tanto en el plano como en el espacio define un conjunto va- 
cío, ya que la suma de los números no negativos no puede 


ser un número negativo. 
4. La ecuación 


A 
a? da 
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en el plano хОу define una elipse con centro en el origen de 
coordenadas y semiejes a y b (fig. 230, а). La misma ecua- 


а) b) 
Fig. 230 
ción define en el espacio una superficie elíptica cilíndrica 
соп una directriz en el plano zOy y las generatrices paralelas 
al eje Oz (fig. 230, b). 
5. La ecuación 


2 
== 1 


Уч. 


en el plano «Оу define una hipérbola con centro en el origen 
de coordenadas y semiejes a y b (fig. 231, a). Esta ecuación 
define en el espacio una superficie hiperbólica cilíndrica con 
las generatrices paralelas al eje Оз (fig. 231, b). 

6. La ecuación 


y = 2px 


en el plano хОу define una parábola (fig. 232, a), y en el 
espacio, una superficie parabólica cilíndrica con las genera- 
trices paralelas al eje Oz (fig. 232, b). 
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» 


Fig. 231 


» b 
Fig. 232 
греша 2. Determínese el tipo de superficie 32° + 


+ 6y? — 24 = 0. 
a ai la ecuación dada a la forma: 


E 
к жс аы 


Esta ecuación define en el espacio una superficie elíptica 
cilíndrica con directriz en el plano хОу y generatrices para» 
lelas al eje Oz. 4 
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$ 77 *. Superficies cónicas 


Se denomina superficie cónica la unión de todas las rectas 
que pasan por cada punto de una curva dada y cierto punto 
fijo del espacio no situado en esta curva. La curva dada se 
denomina directriz, el pun- 
to dado fijo, vértice, y las 
rectas se llaman generatri- 
ces do la superficie cónica 
(fig. 233). 

Es fácil ver que las su- 
perficies cónicas están for- 
madas por dos huecos con 
un vértice común. 

Las superficies cónicas 
y cilíndricas tienen una 
propiedad notable: todas 
ollas se desarrollan en un 
plano sin pliegues ni dis- 
continuidades y, viceversa, 
se pueden obtener su 
ficies cónicas y cilíndricas 
encorvando material de 
hojas planas. Debido a esta 
propiedad estas superficies 
adquirieron amplia apli- 
cación en la técnica. 

Deduzcamos la ecuación 
de la suporficie cónica. 

Si M es un punto arbitrario de esta superficie, diferento 
del vértice S, y № es el punto de intersección de la generatriz 


= ә 
SM con la directriz L, entonces los vectores SM y SN son 
colineales. Рог lo tanto, existe tal número A que 
== > 
SM =ASN. (1) 
Sea que, para simplificar, la curva Г, está situada оп el 
plano хОу y tiene la ecuación 


F (2; у) =0, (2) 


y el vértice S que está situado en el eje Oz tiene las coorde- 
nadas (0; 0; с), с 52 0. Entonces 


э РЕЗ 
SM = (z; y; 2—0), SN = (Em —), 
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Fig. 233 


donde (z; y; z) son las coordenadas del punto M. у (E; 1) 
son las coordenadas del punto N en el plano хОу. De la igual- 
dad vectorial (1) obtenemos las siguientes igualdades para 
las coordenadas: 
х= М, у = Мі, @—с = ie 
De aquí hallamos 


E 
Мы с=з. 


Dado que las coordenadas E, тү satisfacen la ecuación (2), 
las coordenadas (x; y; з) satisfacen la ecuación 


(ч. 22) 0. 


Esta os la ecuación de la superficie cónica con vérlice 
en el punto 5 (0; 0: с), с = 0 y directriz F (z; y) = 0. Así 
pues, la ccuación de la superficie cónica (3) so obtiene de la 


ecuación de la diroctriz (2) al sustituir 2 рог 222. y y por =. 
Problema. Escríbaso la ecuación de la superficie cónica 


con vértice en el punto (0; 0; с), e > 0 y directriz 


ee й 
tt 


A La superficie cónica dada tiene la ecuaci 
Af e үз, tja \%_ 
ES 
Después de realizar las transformaciones correspondientes 
obtenemos la ecuación buscada: 


ED ES 
HA 


$ 78. Cono y cono truncado 


Examinemos en el plano р la figura acotada D y cierto 
punto S del espacio no situado en el plano p. La unión de 
todos los segmentos SM, donde M Є D. se denomina cono 
con vértice en el punto S y base D (fig. 234). 

Se llama altura del cono ol segmento de la perpendicular 
trazada a través del vértice del cono al plano de la base. La 
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longitud de dicho segmento también se llama altura del 
cono. 

Es evidente que un cono con vértice S y base D está 
acotado por el plano p y la superficie cónica, cuyo vértice se 
encuentra en el punto S, y la directriz es la frontera de la 


5 


Fig. 234 


figura D. Se denomina superficie lateral del cono aquella 
parte de la superficie cónica que es la frontora del cono. 
Si la base del cono es un círculo y el vértice del cono se 
proyecta en el centro del círculo, entonces tal cono se deno- 
mina cono circular recto. 
El cono circular recto puede ser engendrado por la revo- 
Inción de un triángulo rectángulo alrededor de uno de sus 


Pig. 235 


catotos (fig. 235). Entonces la hipotenusa describe la super- 
ficio lateral, y el cateto, no situado en el eje de revolución, 
la base del cono. 

Se donomina cono truncado (fig. 236) la parte del cono 
comprendida entre su base y cierto plano g, que es paralelo 
a la base y se interseca con el cono. Se denomina base superior 
la figura D, dol plano q, que es parte de la frontera del cono 
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truncado, y la figura D del plano p se llama, en este caso, 
base inferior. Se denomina altura del cono truncado la distan- 
cia entre los planos de las bases. 

El cono truncado, que es parte del cono circular rocto, 
puede ser obtenido por la rotación de un trapecio rectangular 
alrededor de su altura 00, (fig. 237). El lado lateral del 
trapecio describe la superficie lateral del cono, la base 
superior del trapecio, la base superior del cono, y la base 


Fig. 236 Fig. 237 


inferior del trapecio, la base inferior de este cono truncado. 
En caso general la base del cono puede ser cualquier 
figura limitada, por ejemplo, cualquier polígono. Por lo 
tanto, cualquier pirámide es un cono. 
El cono se denomina elíptico si la base del cono es una 
figura limitada por la elipse. Es evidonte, que el cono cir- 
cular recto es un caso particular dol cono olíptico. 


$ 79. El cilindro 


Examinemos en el plano p la figura limitada D y cierto 
vector a, que no es paralelo al plano p. Entonces, la unión 


pa 
de todos los segmentos MN tales, que M € D y MN = a se 
denomina cilindro con base D (fig. 238). Es evidente, que el 
conjunto D’ de todos los puntos N, que se obtienen con el 
traslado paralelo de los puntos M €D (al vector a) está 
situado en el plano g que es paralelo al plano p. Además, la 
figura D' es congruente a la figura D. 

Las figuras D y D” se denominan bases del cilindro. 
La distancia entre los planos de las bases se denomina 
altura del cilindro. 
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Se donomina superficie lateral del cilindro la parte de la 
superficie cilíndrica que es la frontera del cilindro. 

Si la base del cilindro es un círculo y las generatrices de la 
superficie cilíndrica son perpendiculares a los planos de las 
bases, tal cilindro se denomina cilindro circular recto. 

Ll cilindro circular recto puede ser engendrado por la 
revolución de un rectángulo en torao a uno de sus lados 
(fig. 239). El lado del rectángulo paralelo al eje de revolución 
y no situado en él, describe la superficie lateral, y los lados 
perpendiculares al ejo de revolución, las bases del cilindro. 


Fig. 238 Fig. 239 


En caso gonoral, la base del cilindro puede ser cualquier 
figura limitada, por ejemplo, cualquier polígono. Por lo 
tanto, cualquier prisma es un cilindro. 

Si la base del cilindro es una figura, limitada por una 
olipse, ol cilindro se denomina elíptico. En particular, el 
cilindro circular recto es un caso especial de) cilindro elíptico 


Problemas para el capítulo VI 


6.1. Escríbase la ecuación de la esfera con centro en el origen 
de coordenadas y radio R = 6, 

6.2, El punto M (—2; 4) está situado еп la esfera, y el centro 
de la esfera Зе encuentra en el origen de coordenadas. Escríbase Ја 
ecuación de la esfera. 

6.3. Se da la esfera z? + y? + 2? = 9 уре os A (2; —1; 1), 
В (2; 2; —4), C (4; —2; 5). Determínese, cuál de estos puntos se 
encuentra dentro de la esfera, en Ja esfera y fuera de la esfera, 

6.4. Hállense el centro y el radio de las esferas: 

a) z? + (у — 1)? + (z + 8)? = 81: 

№ (к — 2) + (у +4 4 (2 — 0) 
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6.5. Demuéstrese que las siguientes ecuaciones son ecuaciones 
de esferas: 

а) 234 2 20 4 224-2 — 1 = 0. 

b) а y? 22 — Ba + åy + 2: — АЗ = 0. 

6.6. ¿Qué figura es la interscceión de la esfera 22 + y? -+ 4% = 1 
y del plano: 

du = o) y= 

6.7, ¿Qué figura es la Intersccción de la esfera 1? + y? + 2% = 10 
y del ро 5 ж= 1? 

6.8. El plano z= —i corta la esfera (z — 1)? + (у — 2)? + 
+ 3) = 25 por clerta circunferencia. Hállense su centro y el 
radio. 

6.9. El contro de la esfera so encuentra en el plano є = 4, y la 
misma csfera es tangente al plano тОу en el punto M (2; 3; 0). Fór- 
mese la ecuación de la esfera y detormínense las coordenadas de su 
centro. 

6.10. Los puntos A (8; —5; 6) y B (5; 7; —1) son los extremos 
de uno de los diámetros de la esfera. Bscríbase Ja ecuación de esta 
esfera. 

6:11. Se dan los puntos: А (2; —5; 8), B (8; —2; 5), С (5; 8; 2) 
y D (—2; —8; —5). Escríbase 1а ecuación de la esfera si sabemos 
que estos pios están situados en su superficie. A 

6.12. Mállense las coordenadas del punto, que es simétrico al 
centro de la eslera (х — 3)? + (y + 29% + (z 1)2 = 24 respecto 
al plano tangento a la esfera en el punto M (—1; 0; 3). 

6.13. Los puntos A (7; —2; 4) у В (9; —8; б) están situados 
en la superficie de la esfera E en la recta que atraviesa su centro. 
Fórmese la ecuación de la esfera, 

6.14, Escríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 


lipse E + 05 == 1 en torno al eje О, 
elip: 25 1 ji у. 


6.15. La elipse con los semiejes а = 6, b = 4 y el centro en el 
origen de coordenadas gira en torno a su eje mayor, coincidente con 
el eje Оз. Escríbase la ecuación de la suporficic de revolución. Ilús- 
trese la superficie en la figura. 

6.16. Escríbase la ecuación de la superficie descrita por una 
hipórbola que gira en torno a su eje real, coincidente con el eje Oz. 
Los semiejes de la hipérbola son а = 8 y b = б, su contro coineide 
son el origen de coordenadas. Iústreso lo superficio en una figura. 
6.47. Es 


ríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 


hipérbola $- Z = 1 en torno al eje Oz. Ilústreso la superficie en 


una figura. 

18. Hágase la ccuación de la suporficic de revolución de la 
parábola y? == 6s en torno al eje Oz. ТЇйзїтезе la superficie en una 
igura. 

6.19. Escríbase la ecuación de la superficie do revolución de la 
recta а — 8 = 0 en tomo al eje Oz, Hústreso la superficie on una 
igura., 

E 6.20. Escríbase la ecuación de la superficie de revolución de la 


recta de =. rd en torno al eje Oz. 
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6.24, Hágase la ecuáción de la superficie cilindrica, cuya directriz 
está situada еп el plano хОу y tiene la ecuación 16+ 5 =1, yla 


generatriz es paralela al vector a (1; U; 4). 
6.22. ¿Qué superficies se definen por las ecuaciones: 
а) 224 y2=25; 
b) 294 yata? = 25; 


e) у= 62? 
6.28. Una curva está definida еп с! espucio рог las ecuaciones 


paramétricas 
2=20054, 
y=3 sent, 
s=4. 
Escríbase la ecuación de la superficie cónica con el vértice en 


el origen de coordenadas, para la cual la curva dada es la directriz. 
6-24. Hágase la ecuación де la superficie cónica obtenida por 


Б 
el giro de dos rectas cruzadas: 0: — T = 0, z = 0, en torno al eje Os. 


6,25. Determíneso el tipo de superficie 144z = y? + 2% y cons- 
trúyoso su imagen. 
ра 6. Determínese qué superficie está definida por la ecuación 
38—12 — 19" 1+ У establézcase, por qué línea se corta con el 
plano z — í = 0. 

6.27. Determínese, qué superficie está definida por la ecuación 
@+ т = 1 у por qué línea se interseca con el plano z + 2 = 0. 


6.28. Delermínese, Aé suporficie está definida por la ecuación 
a зу 048 = 0 у establézcase por qué línea se corta con el plano 
2—2 = 0. 


Capítulo ҮҮТ 


VOLUMENES DE LOS CUERPOS Y AREAS 
DE LAS SUPERFICIES 


$ 80, Volumen del paralelepipedo 


Por unidad de medida de los volúmenes se toma el volu- 
men de un cubo la longitud de la arista del cual cs igual а Ја 
unidad de longitud. Por ejemplo, 1 m° es el volumen del 
cubo, cuya longitud de la arista es igual a 1 m, y 1 ст? 
es el volumen del cubo cuya longitud de la arista es igual 
a 4 cm. Es evidente, que 1 ш? = 100° cm”. 

Si está elegida la unidad de longitud, entonces cualquier 
cubo, cuya longitud de la arista es igual a la unidad se Пепо 
mina unitario. El volumen del cubo unitario es igual a la 
unidad de volumen respectiva. Se denomina volumen del 
cuerpo el número de cubos unitarios y sus partes, encerrados 
en el cuerpo dado. Este número puede ser entero, fracciona- 
rio o, en general, un número real arbitrario no negativo. 

En adelante, al demostrar las afirmaciones concernientes 
a los volúmenes, se supone que se cumplen las siguientes 
propiedades: 

1) los poliedros congruentes tienen volúmenes iguales 
(propiedad de invariación); 

2) el volumen de un poliedro, que es la unión de varios 
poliedros, dos cualesquiera de los cuales no tienen puntos 
interiores comunes, es igual a la suma do los volúmenes de 
estos poliedros (propiedad de aditividad). 

De la propiedad (2) se deduce la propiedad de monotonía: 
el volumen de una parte del poliodro no es superior al volu- 
men de todo el poliedro. 

Los poliedros que tienen volúmenes iguales se denominan 
equivalentes. 

Deduzcamos, ante todo, la fórmula para el volumen del 
paralelepípedo rectangular. Recordemos, que se denominan 
dimensiones del paralelepípedo rectangular, las longitudes 
de sus tres aristas, que convergen en un mismo vértice. Una 
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de ellas se puede considerar como longitud, otra, como anchu- 
ra, y la tercera, como allura. 

Teorema 1. El volumen del paralelepípedo rectangular es 
igual al producto de sus tres dimensiones, es decir, 

V = abe, (1) 
donde a, b, e son las tres dimensiones del paralelepípedo. 
O Es evidente que si en el paralelepípedo rectangular to- 
das las tres dimensiones son números enteros 
a=m, b=p, c=q, 
entonces él se divide por los planos, paralolos a las caras, 
en трд cubos unitarios, y, рог lo tanto, su volumen es igual 
al producto abe. 

Examineraos ahora el caso, cuando todas las tres dimen- 
siones a, b, e son números racionales (en particular, pueden 
sor también enteros). Reduzcamos estos números a un dono- 
minador común. Entonces 


b==, с + 


donde n, m, p, q son números naturales. 
Dividamos un cubo unitario en n? cubos de volúmenes 
iguales por los planos paralelos a las caras. È) volumen de 


cada cubo es igual а А. 


El paralolepípedo rectangular examinado contieno mpg 
cubos pequeños, y, por lo tanto, su volumen V es igual a la 
suma de los volúmenes de todos estos cubos: 


Examinemos, por último, el caso general cuando las di- 
mensiones a, b, c son números reales (en particular, pueden 
ser también racionales). Designemos sus n-ésimas aproxima- 
ciones decimales con insuficiencia y exceso por an, bu, Ca 
у ал, Di, Ch respectivamente. Designemos por V, у Vi 
los volúmenes de los paralelepípedos, cuyas dimonsiones 
SON an, bns Cn Y аһ, bh, Ch respectivamente. Entonces 


Vn = абыс, Уһ = арус, 


ya que en el caso, cuando todas las tres dimensiones del 
paralelepípodo son números racionales, esta fórmula queda 
demostrada. 
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De acuerdo con la propiedad de monotonía de los volú- 
menes V, < V < Ул, es decir, 
аис < У < and có 
Pasando al límite соп n —» оо en esta desigualdad, obtenemos 
la fórmula (1). Ш 


Corolario. ЕІ volumen de un paralelepípedo rectangular 
es igual al producto del área de su base por la altura, es decir, 


У = ФН, (2) 


donde Q es el área de la base del paralelepipedo y H es su 
altura. 

O Tomemos por base del paralelepípedo rectangular el 
rectángulo, cuyas longitudes de los lados son iguales a a y b 


E В, CA 


Fig. 240 Fig. 241 


(lig. 240). Entonces ab = Q es el área de la base del parale- 
lepípedo, c = H os su altura, y, por lo tanto, la fórmula (2) 
se deduce de la fórmula (1). Ш 

Teorema 2. £l volumen del paralelepípedo recto es igual 
al producto del área de su base por la altura, es decir, 


V=QH, (3) 
donde © es el área de la base del paralelepipedo, y Н es su 
altura. 

O Examinemos el paralelcpípedo recto, cuya base es el 
paralelogramo ABCD (fig. 241). Trazando a través de las 
aristas AA, y DD, los planos ДА,Е,Е y DD,F,F perpendi- 
cularmente a la recta ЗС, construyamos el paralelepípedo 
AEFDA,E,F,D,. Este paralolepípodo es equivalente al dado, 
ya que el prisma triangular AZBA,E,B, es congruente al 
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prisma triangular DFCD,F,C,. De acuerdo con la fórmula (2) 
У =$лкрьН, 

donde Sagpp es el área del rectángulo AZFD. Entonces, 
puesto que este rectángulo es equivalente al paralelogramo 
ABCD, es decir, Fagrp = Q, la fórmula (3) queda de- 
mostrada. W 

Problema. La base de un paralelepípedo recto es un rom- 
bo, cuya área es igual a S. Las áreas de las secciones diagona- 
les son iguales a 5, y Sa. Hállese el volumen del paralelo- 
pípedo. 

A Рага determinar el volumen del paralelepípedo es 
necesario hallar su altura A (fig. 242). Designemos con d, 
y d, las longitudes de las diagonales de la base. Entonces 


d-H =S, d'H =S, did, = 25. 
De estas ecuaciones hallamos 
A 6; 


51:&, 
=з. н=ү EE. 


Por consiguiente, 


-Yy 35. A 


$ 81. Volumen del prisma recto 


Teorema. El volumen de un prisma recto es igual al pro- 
ducto del área de su base por la altura, es decir, 


У = ФН, 


donde Q es el área de la base del prisma у Н es su altura. 

Examinemos primeramente el prisma triangular 
4BCA,B,C, (fig. 243). Reconstruyámoslo convirtiéndolo 
en ol paralelepípedo recto ACBDA,C,B,D,. Es evidente, 
que el área de la base ACBD de este paralelepípedo es igual 
a 20, y la altura es igual a H, por lo tanto, su volumen es 
igual a 20H. 

Dado que los prismas ABCA,B,C, y ABDA,B,D, son 
congruentes, sus volúmenes son iguales. Por consiguiente, 
si V es el volumen del prisma dado, entonces 2V = 207, 
es decir, У = ОН. Para el prisma triangular el teorema 
queda demostrado. 
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Consideremos ahora, un prisma n-angular recto arbitra- 
rio (n > 3). Tracemos por una do las aristas laterales del 


Fig. 242 Fig. 243 


prisma secciones diagonales (fig. 244). Entonces el prisma 
dado se descompondrá en п — 2 prismas triangulares con 


» 


Б. 
Fig. 244 Fig. 245 


una altura Æ. La suma de sus volúmenes es igual al volumen 
del prisma dado. Por lo tanto, si Q,, Qa, . . ., О-у son 
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las áreas de las bases de los prismas triangulares obtenidos, 
entonces Q, +Q: +... +a- =Q y 


V=Q HH QS. +Quall= 
= (0:+0,+...+0,.)н=0н. ш 


Problema. Hállese el volumen de un prisma hexagonal 
recto cuya diagonal mayor es igual a d, y las caras laterales 
son cuadrados. 

A Dosignemos con а (fig. 245) la longitud de un lado de 
la base del prisma y hallemos el área de la base: 


@=6.4-а® sen 60° = 3.01 KË 


Del triángulo ADD,, según el teorema de Pitágoras, 
obtenemos 


14р = [4012 -- 1DD,1%, 
es decir, d? = (2a)? + а? = 5а, а = -2.. 


Por consiguiente, 


V=0H=2 


:0. А 
E 


$ 82. Volumen del cilindro recto 


Sea que en el espacio está dado un cuerpo acotado D. 
Denominemos circunscrito alrededor del cuerpo D, todo polie- 
dro Æ que contiene el cuerpo D, e inscrito еп el cuerpo D 
todo poliedro K’ comprendido en D. 

Si para el cuerpo D existen sucesiones de los poliedros 
inscritos y cireunscritos 


REDERE nen, 
cuyos volúmenes У; у У, tienen un límito común 
lím V4 = Им У, = У, 


ао Y años 
el número V se donomina volumen del cuerpo D. 
Señalemos, que el volumen del cuerpo, definido de tal 
modo, poseo las propiedades de invariación y aditividad. 
Observación. Se puede demostrar, que si para el cuerpo D 
existen dos sucesiones de los cuerpos inserilos y cirewnscri- 
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tos (no obligatoriamente poliedros) cuyos volúmenes tienen 
un límite común V, entonces el volumen del cuerpo D es 
igual al número V. 

Teorema. El volumen de un cilindro recto es igual al 
producto del área de su base por la altura, es decir, 


V =QH, 


donde Q es el área de la base y Н es la altura del cilindro. 

£ Puesto que el área de la base 
del cilindro es igual a Q, existen 
sucesiones de los poliedros circunscri- 
tos e inscritos con las áreas Qn y Qh 
tales quo 


ит Qn =lím Qh 0. 


Construyamos las sucesiones de los 
prismas, cuyas bases son los poliedros 
circunscritos e inscritos examinados 
anteriormonto, y las aristas laterales м 
son paralclas a la generatriz del ci- Fig. 246 
lindro dado y tienen la longitud H. 

Estos prismas son, para el cilindro dado, circunscritos e 
inscritos. Sus volúmenes se hallan por las fórmulas 


Vn = Ф.Н у Vi = Ф.Н. 
Por consiguiente, 
Y = Q,H = т 0,9 = ОН. m 
поо noo 


Corolario. El volumen de un cilindro circular recto se 
calcula por la fórmula 


У = лА?Н, 


donde R es el radio de la base y Н, la altura del cilindro. 

¿I Puesto que la baso del cilindro circular es el círculo 
del radio R, entonces Q = л R?, y, por lo tanto, У,= ОП = 
= ЗАН. m 

Problema. En un cilindro circular recto está inscrito un 
prisma triangular regular (fig. 246). Hállese la razón entre el 
volumen del cilindro y el volumen del prisma. 

M Dado que el cilindro y el prisma tionon una misma 
altura, la razón de sus volúmenes es igual a la razón de las 
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áreas do las bases: 


Es evidente que Q, = 1 R?, dondo R es el radio de la base 
del cilindro. La base del prisma es un triángulo regular 
inscrito en la circunferencia del radio R. La longitud de su 


lado es igual а /3R y рог lo tanto О, = зиз Re, 
Por consiguiente, 


Y án 
y = 22 2,4. 
р зуЗ z 


$ 83. Cálculo del volumen de un cuerpo según las 
áreas de sus secciones paralelas 


Examinemos el cuerpo D limitado por los planos z = a 
y х = b (fig. 247). Designomos соп S (z) el área de la sec- 
ción del cuerpo D por un plano que pasa por ol punto con la 


xt 


Fig. 247 


abscisa z € la; b] у es perpendicular al ejo Oz. Supongamos 
que 

1) la función $ (z) es continua en (а; bl; 

2) рага ту y т, cualesquiera de [a; b] las secciones 
del cuerpo D por los planos z = z, y = = z, son talos 
que una de ellas se proyecta en la otra. 
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Se denomina cuerpo con secciones paralelas admisibles 
el cuerpo D, que posee estas propiedades. 

Teorema. El volumen de un cuerpo con secciones puralelas 
admisibles se calcula por la fórmula 


è 
V= {5 (2) dz. (6 


5 Descompongamos el segmento la; b] соп los puntos 
b—a 


a=04+ t 


i 1=0,4, ..., в, 


en n segmentos (z;-,5 211 de longitud 


ba 
Ада. 


Sea que т, у M, son los valores máximo y mínimo de la 
función S (х) en el segmento (2,1; 21]. 

Descompongamos el cuerpo D en n capas por medio de 
Jos planos x = z,, donde і = 1, 2, ..., п — 1. Destaque- 
mos la ¿-ésima capa correspondiente al segmento Lx, ..; 211, 


2 
7 
Й 


Fig. 248 


y construyamos dos cilindros de Az, de altura; uno con la 
base del área M;, que comprende la ¡-ésima capa, у el otro 
con la base del área m;, comprendida en la ¿-ésima сара 
(fig. 248). Los volúmenes de estos cilindros son iguales a 
M¡Az, y mås. 
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Al efectuar las construcciones indicadas para cada capa, 
obtendremos dos cuerpos escalonados О, y D;, tales, que 
Di, < D< D. Sus volúmenes son iguales а 


à A 
у; = У) mår, У = У) МА. 
а ё 
Сото la función S (z) es continua, ontonses Va yv 


cuando n — оо tienen el mismo límite, igual a ў S (2) аг. 


Por consiguiente, el volumen del cuerpo D se calcula por 
la fórmula (1). Ш 

Nota. Se puede demostrar que la 
fórmula (1) es válida también on el 
caso cuando la condición 2) no se 
cumple рага el cuerpo D. 

Problema. Determínese ol volumen 
de un cuerpo, cortado de un cilindro 
circular recto, por el plano que pasa 
por el diámetro de la baso y forma 
con el plano de ésta el ángulo о 
(a < 90°). El radio de la base del 
cilindro es igual а Д. 

с Introduzcamos ol sistema de 
coordenadas así como está señalado 
ч оп la figura 249 y examinemos las sec- 

Fig. 249 ciones del cuerpo dado por los planos 
perpendiculares al eje Ox. 

Calculomos el área de la sección por el plano, que pasa 
por el punto A con la abscisa z, | = | < R. Esta sección 
representa un triángulo rectangular ABC, y рог lo tanto 


S (2) =--1АВ|-1ВС| = 4 1481 ш = 
= (Аа Ода) tga=2 (Ra) ly a. 


Aplicando la fórmula (1), obtenemos 


a R 
V= |4 (Ra) tgadr=4tga | (Аз алу dr = 
y -R 


-в З 
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+ ua (mE) 


a 
нз) 


=4 tga (2нз— $ Riga. 


Respuesta. V = 2 Riga А 


$ 84. Volumen de un cuerpo de revolución 
Examinemos un cuerpo de revolución, obtenido рог el 
giro en torno al eje de las abscisas, de un trapecio curvilíneo. 
que corresponde a una función continua no negativa y = f (т), 


у= (х) 


Fig. 250 Fig. 251 
æ € la; b] (fig. 250). Es evidente, que la sección de este 
cuerpo por el plano que pasa a través del punto con la absci- 
sa х € la; bl y es perpendicular al eje Oz, es el círculo del 
radio f (z). Por consiguiento, 
S (а) = af (ш), 
y el volumen dol cuerpo de revolución que se examina se cal- 


cula por la fórmula 
è 


V=nx | f(x) dz. a) 
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Problema 1. Hállese el volumen de un cuerpo, que so 
obtione girando en torno al eje Oz un trapecio curvilíneo, 
que corresponde а la función y = 2°, z Є 11; 3] (fig. 251). 

A Según la fórmula (1) obtenemos 


a 
V=n $ A = (3—1). 
1 


Respuesta, V = Y% y, 


Problema 2. Hállese el volumen de un cuerpo, que se ob- 
tiene girando en torno al ejo de las abscisas un trapecio 


Fig. 252 Fig. 253 


eurvilíneo, que corresponde a la función y = созт, «€ 
e [4:3] (ш. 252). 
A Según la fórmula (1) obtenemos 


РА мз , 
V=a | costrda=h | (1400522) йг 5. 
-3/2 -3/2 


Respuesta. V =. 


Problema 3. Hálleso el volumen de un cuerpo, formado 
por el giro en torno al ojo de las abscisas, de la figura, limi- 
tada por las líneas у = Y 3z, у = 5 у х = 3 (fig. 253). 

A Ез evidente, que el volumen del cuerpo de revolución 
dado es igual a la diferencia de los volúmenos de 105 cuerpos, 


obtenidos por el giro de los trapecios curvilíneos, corres- 
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pondientes a las funciones у = V 3z e y = 
Por consiguiente, 


z € (0; 31. 


3 3 
Vox] Зеба | Zar ang 
о 0 


Respuesta. V = Lx 


$ 85. Volumen del cono circular recto 
Teorema 1. El volumen del cono circular recto con una 
altura H y un radio de base R se calcula por la fórmula 
у= адан. 


O El cono dado so puede considerar como un cuerpo 
obtenido por el giro de un triángulo con los vértices en los 
puntos O (0; 0), B (H; 0), А (Н; R) en torno al eje Ox 
(fig. 254). El triángulo OAB es un trapecio curvilíneo co- 


rrespondiente а la función y = ут, 2 €l0; Н]. Por lo 
tanto, utilizando la fórmula (1) del $84, obtenemos 


п 
R 2 aR? aa 1 
Ил f (Fa ES лан. ш 
Corolario. El volumen del cono circular recto es igual a un 
tercio del produeto del área de la base por la altura, es decir, 
V=+0H, 
donde Q es el área de la base, y H, la altura del cono. 
Teorema 2. El volumen del cono truncado con los radios 
de las bases г y R y la altura H se calcula según la fórmula 


V=LaH (124 R24 rR). 


G El cono truncado puede obtenerse girando el trapecio 
OABC (tig. 255) en torno al eje Oz. La recta AB pasa por 
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los puntos (0; r) y (0; R) y tiene, por lo tanto, la ecuación 


Rer 


у= ttr. 


Utilizando la fórmula (1) del $ 84, obtenemos 


06 


Para calcular la integral hagamos la sustitución 
‚= R—r 
ul 
Es evidente, que cuando x varía en los limites de O a J, 
la variable ш varía de г a R, y, por lo tanto 


z4r, du= las. 


PI 
dd E 0 


Ж 
Ул {иш 
= ygi A Ве). ш 


ЗО г) 


Problema. 114Поѕе el volumon de ua cuerpo obtenido 
por el giro de un triángulo isósceles en torno al eje 1 que 


Л 


м 


Fig. 254 Fig. 255 


pasa por el vértice de la baso paralelamente al lado lateral. 
La longitud del lado lateral es igual a а, el ángulo del vér- 


tice es igual a а (а <$). 
A Sea que ABC es un triángulo dado (fig. 256). Tracemos 
los segmentos CL у ВК perpendiculares al eje l. Entonces el 
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volumen Y del cuerpo obtenido por el giro del ДАВС, so 
calcula según la fórmula 

ү=У, Vi Vi 
donde V, es el volumen del cilindro obtenido por el giro 


del rectángulo KBCL, у Vk y У; son los volúmenes de los 
conos formados al girar los AAKB y AALC. 


Fig. 256 Fig. 257 


Por consiguiente, 
V= n (LCI? ВС] — 2 |КВүз |AK| — Ж. |LC AL), 
puesto que |LC|=|KB | у JAK|+|AL|=1BC1, 
Ven 1С (18014 1881) =$ я 12011801. 


Según la condición | BC | = a, y del AALC: | LE | = 
= а неп а. 
Рог consigniento, 


V=- ла? sonta. А 


$ 86. Volumen de la esfera у de sus partes 


Teorema 1. El volumen de la esfera de radio R se calcula 
por la fórmula 


а 
У= 4 ate, a) 


2 La esfera es un cuerpo de rovolución. Se obtiene giran- 
do en torno al оје Ox un trapecio curvilíneo, que corresponde 


a la función y = V RT — af, z Є |—R; R) (бір. 257). 
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Por consiguiente, según la fórmula para el volumen de 
un cuerpo de revolución obtenemos 


V=a [naaa eE, 
-R 
=2 (P-E) = фал в 


Análogamente se obtiene la fórmula рага el volumen de 
una capa esférica, que se obtiene girando en torno al eje Ox, 


Fig. 258 Fig. 259 


un trapecio curvilíneo, que corresponde a la función y = 
= VRE — 7, z€ la; b} (fig. 258). 
En efecto, 


ь 
V=n {) (Аз 22) dz= л ( R? (b—a)— 


Teorema 2. Æl volumen de una capa esférica cuyos radios 
de la base son iguales a r, y ra, y la altura es igual a П, se 
calcula por la fórmula 


=-раН (Bri 43174 НЗ). (3) 


DO п la figura 259 se ve que H = b — а, por lo tanto, 
la fórmula (2) se transforma del modo siguiente: 


P=x 8 8 meata )==н (+ ес зе j= 


=ан (Ra 5). 
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De los triángulos rectangulares AOD y ВОС hallamos 
т = Н? — а, т = Ң®— 8, 
Por consiguiente, 
r} +ri=2R?—at— Мз = 2R (ba)? —2ab= 
=2R*—H*—2ab, 
y, por lo tanto, 
-abm HHN 


Así puos, 


зап (Hepe e)an (AHAA), m 


Señalemos que si r, = rą = 0 y H = 2R, la fórmula (3) 
se transforma en la fórmula (1) para el volumon de la esfera 


A 


А 
2. 


, _ 


N 


Fig. 260 Fig. 261 


de radio А. Si consideramos en la fórmula (3) r, = r y r, = 
= 0, obtendremos la fórmula para el volumen de un seg- 
mento esférico. 

Corolario. El volumen de un segmento esférico con un radio 
de base igual a r y la altura H se calcula según la fórmula 


у= пн (372+ На). (4) 


So denomina sector esférico el cuerpo, que es obtenido 
girando un sector circular en torno a su lado. 
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El sector osférico obtenido por el giro del sector circular 
A 


AOB (fig. 260) cuyo ángulo АОВ < 90° consta del cono 
OAA, y del segmento esférico АВА,. Por lo tanto, el volu- 
men del seetor esférico es 
igual a Ja suma de los volú- 
menes del cono y del segmento 
esférico. 

Problema 1. Hállese el vo- 
lumen del sector esférico de 
radio R, si el ángulo en su 
sección axial es igual a 120°. 

A El sector esfórico dado 

Fig. 262 se obtiene girando el sector 

circular OAB en torno al lado 

OB (tig. 261). Su volumen V es igual a la suma del volu- 

men Vy del cono circular recto con el radio de base | АС | 

y la altura | ОС | y del volumen Vseg del segmento esférico 
соп el mismo radio de base | АС | y la altura [BC |. 

Es evidento que 


10с1= 4 R, jac e, 1вс1= 4-2. 


Según las fórmulas rospectivas obtenemos 
2 1 4 3 4 
Ук = а АС 10| = ар Ry R= Fr, 


Уш =-рл-- А (8 mE 


Рог consiguiente, 
=, tV = 5 R’. А 


Prublema 2. Hállese el volumen del cuerpo obtenido 
por el giro del sector circular AOB, ilustrado en la figura 262 
en torno a la recta DC. 

A El volumen V del cuerpo dado lo hallamos por la 
fórmula 

V=Voa—Vi—Vi, 
donde Уш, es el volumen de la capa esférica con los radios 
de las bases | AD | y IBC | у la altura | ОС |, Vk es el 
volumen del cono con el radio de la base | AD | y la altura 
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|20 |. Vi os el volumen del cono con radio de la baso 
18C | y altura [OC |. 
Dado que 
1DO|=18C|=F R, |AD|=10C| =н, 
entonces 


y 
visn t т. Y п ®У® m, 


Para calcular el volumen de la capa esférica recurramos 
a la fórmula (3): 


1 1 /3 В? 3R? 
Vampa (8-03. н) (3-43-20 
љ „y3 
(на е) VD (2 a) q 
AV 3)(84V/3) ва (11498) т. 
Por consiguiente, 
= /3 
У=фр(1+9У3)л+—5 дз – УЗ m 
= нз n Уля ја 
Respuesta. У = $ (1 + VI) Е, А 


En conclusión obtendremos dos fórmulas útiles, рага los 
volúmenes del segmento y del sector esféricos. 


El volumen del segmento esférico de radio В y altura Н 
se calcula según la fórmula 


FU+V3) лз, 


V=F aH? (3R— H). (5) 


O Del triángulo rectangular ОСА se deduco (véase 
fig. 259) que 


14C P = 10А P—|0C р, 
es decir, г2 = R? — (R — H} =2RH — IP. 
Sustituyendo esta expresión para r? en la fórmula (4), 
obtendremos la fórmula (5). Ш 
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El volumen del sector esférico de radio R se caleula por la 
fórmula 


2 2 
$ en, 
donde R es el radio de la esfera, y H es la altura del segmento 
esférico respectivo. 
CJ Realmonte, si # < R, entonces 


14 


Fun (BRA) 4 Lar (RI, 


donde el primer sumando es el volumen del segmento esféri- 
со, y el segundo sumando es el volumen del cono. Dado que 


та =2RH — JP, entonces: V =$ nH? (BR — H) + 
+4n RH — H°) (R — H) = 5 анан. 
Análogamente se analiza el caso de R > H. 


$ 87 *. Volumen de un cilindro arbitrario 


Teorema 1. El volumen de un cilindro arbitrario es igual 
al producto del área de su base por la altura, es decir, 


У =QH, (1) 
donde Q es el área de la base, y H es la altura del cilindro. 


xi 


Fig. 203 Fig. 264 
O Tomemos por dirección del oje Ох la dirección perpen- 
dicular al plano de la base del cilindro dado (fig. 263). En- 
tonces el cilindro puede considorarse como un cuerpo con 
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secciones paralelas, cuya área os igual aQ. Por eso, utilizan- 
do la fórmula (1) del $ 83, obtenemos 


н н 
v=f04:=0 | а= 0н. a 
з з 


Corolario 1. El volumen del prisma es igual al producto 
del área de su base por la altura. 
D En efecto, el prisma es un cilindro, cuya base сз un 
polígono. Ш 
Corolario 2. Si la base del cilindro es una elipse con los 
semiejes a y b, entonces 
V = nabl, e) 


donde H es la altura del cilindro. En particular, si la base 
del cilindro es el círculo de radio R, entonces 


V = аен. (3) 


O El área de la base (fig. 264) se calenla por la fórmula 


М 
0=2 | Eya dr. 


Para calcular la integral hagamos la sust 
z=acost, tEl0; al; 
dx = —а sen t dt. 


Entonces 
pr z 
Q =2ab | sente dt=ab | cos 2t) dt = nab. 
o з 


Por consiguiente, el área de la figura limitada por la 
elipse con los semiejes a y b es igual a nab. 

Sustituyendo el valor hallado para Q en la fórmula (1), 
obtendremos la fórmula (2). En particular, si a = b = R, 
obtendremos la fórmula (3). Ш 

Teorema 2. El volumen de un cilindro inclinado es igual 
al producto del área de su sección perpendicular por la longitud 
de la generatriz. 

Domostremos este teorema sólo para un caso particular, 
o sea, cuando el cilindro es un prisma. Para ol prisma el 
teorema 2 se enuncia en la forma siguiente: 
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el volumen de un prisma inclinado es igual al producto del 
área de su sección perpendicular por la longitud de la arista 
lateral. 

Г1 Puesto que cualquier prisma puede dividirse en prismas 
triangulares, la suma de cuyos volúmenes os igual al volu- 
men del prisma dado, es suficiente 
ofectuar la demostración para el pris- 
ma triangular. 

Examinemos el prisma inclinado 
ABCA,B,C, (fig. 265). Sea que 1 es 
la longitud de la arista lateral, Q es 
el área de la base, у Я es la altura 
del prisma. Designemos con a la mag- 
nitud del ángulo entre el plano de la 
base y el plano de la sección perpen- 
dicular del prisma. 

Dado que la altura del prisma OA, 
forma con la arista lateral АА, un 
ángulo de magnitud œ, entonces del 
AAA¡O obtonomos: H = 1соз a. Por lo tanto 


V = ФН = Ql созо = ql, 


donde g = Q cos a es el área de la sección perpendicular del 
prisma. 

Problema. La longitud de la arista lateral de un prisma 
triangular es igual a 15 cm, y las distancias entre las aristas 
laterales son iguales a 17 cm, 25 cm y 26 cm. Hállese el 
volumon del prisma. 

A La sección perpendicular de un prisma dado es un 
triángulo con los lados cuyas longitudes son de 17 cm, 25 em 
y 26 cm. No es difícil calcular que su área es igual a 204 cm?. 
Por eso en virtud del teorema 2 


У = 204 сш?.15 cm = 3060 cm. А 


$ 88. Volumen de la pirámide y de la 
pirámide truncada 


Teorema 1. El volumen de la pirámide es igual a un tercio 
del producto del área de la base por la altura, es dectr, 


р= 0н, a) 
donde Q es el área de la base, y H es la altura de la pirámide. 
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O Tracemos a través del vértice de la pirámide un pla- 
no р. paralelo al plano de la base (fig. 266). Elijamos el 
ejo Ox del modo siguiente: el punto O está situado en el 
plano р, el eje Ox os perpendicular a p y está dirigido a la 
base de la pirámido. Entonces, la abscisa del vértice es igual 
a cero, y la abscisa del punto A de intersección del plano 
de la base con el eje Oz es igual a la altura de la pirámido H. 

Designemos соп 5 (х) el área de la sección de la pirámide 
por ol plano, que pasa paralelamente a la base a una distan- 
cia del vértico igual а z. Como sabemos ($58) en la pirámide 


Fig. 266 


ol ároa do la base y el de una sección, paralela a la base, se 
relacionan como los cuadrados de sus distancias del vértice. 
Por lo tanto, 


S(z) з i 
FT os decir, S()= 0 


Para caleular el volumen de la pirámide apliquemos la 
fórmula (1) del $ 83 


Q о а |а 1 
A ЛЕА a 
° 


Teorema 2. El volumen de una pirámide truncada que 


tiene una altura igual a H y las áreas de las bases iguales 
а 0 y q se calcula por la fórmula 


у= 1940 +V10). 
309 


D El volumen dela pirámide truncada АВСРЕА,В,С,Р, Е, 
se puedo hallar como la diferencia de los volúmenes de las 
pirámides SABCDE y SA,B,C¡D,E, (fig. 267). 


Fig. 267 Fig. 268 
Por lo tanto 
Y 1 1 
у= F QM) qh, 
donde h es la altura de la pirámide que complota la pirá- 
mide truncada hasta la pirámide normal. Puesto que es 


De este modo, 


VE QH +5 hQ) 7 ОН + 
+4 ву (Ио+у) = = H(I VI +a). ш 


Problema. Hálleso el volumen de una pirámido triangu- 
lar regular, la cual tiene un lado do la base igual a а y el 
ángulo entre las caras laterales igual a 90”, 
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2 Sea que SABC es la pirámido dada (fig. 268), у ZBNC 
es el ángulo lineal de un ángulo de dos caras con la arista AS. 
Dado que el AABC es regular, | AB | = а, entonces 


IBK | = 3, ТАК 
área de la base obtenemos 


. Por consiguiente, para ol 
la expresión 


СА 43 
0=—1—. 


Hablemos la altura de la pirámide // = | SO |. Puesto 
que los triángulos ASO y ANK son rectangulares y tienen 
un ángulo agudo común, ellos son semejantes. 

De la somejanza de estos triángulos se deduce que 


1801 1481 (з) 


Aquí |К | = (ВК | = 


148| = V [05127140 
Por consiguiente, de (3) obtenemos: 
Д ай ar a 
== O AS 


Así pues, 


$ 89 *, Volumen de un cono arbitrario 


Teorema. El volumen de un cono arbitrario es igual a un 
tercio del producto del área de la base por la altura, es decir, 


v=4 0H, (1) 


donde Q es el área de la base, y H es la altura del cono. 

O Examinomos un cono con el. vértice 5 y la base Ф 
(fig. 269). Sea que el área de la hase D ев igual a Q, y la 
allura del cono, a JJ. Entonces, existen las sucesiones de 
los polígonos Ф, y (Dí con las áreas Qa y Qh tales, que 
Ф, с с 0, y lim Q, = lim 0, = 0. 
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Es evidente, que la pirámide con el vértice S y la baso 
D; será inscrita en el cono dado, y la pirámide con el vérti- 
се 5 у la baso Ф, será circunscrita alrededor del cono. 


Fig. 269 


Los volúmenes de estas pirámidos son respectivamente 
iguales a 


1 


Ул= 


Ф.Н у v= ОН. 


Dado que 
lím Y, =lím V=- QH, 
жен 


п 
la fórmula (1) queda demostrada. Ш 

Corolario. El volumen del cono, cuya base es una elipse 
con los semiejes а y b se calcula según la fórmula 


у=--ла5Н. (2) 


En particular, el volumen del cono, cuya buse es un círculo 
de radio R, se calcula según la fórmula 


V=Ha 0H, (3) 
donde Н es la altura del cono. ' 
Como sabemos ($87), el área de una elipse con los semiejes 
a y besigual a nab y, por lo tanto, la fórmula (2) se obtiene 
de la (1), cuando Q = nab. Si a = b = R, so oblieno la 
fórmula (3). Ш 
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$ 90. Area de la superficie del cilindro, 
del cono y del cono truncado 


Por área de la superficie lateral del cilindro se toma el 
área de la desarrollante de su superficie lateral. Por lo 
tanto, el área de la superficie lateral de un cilindro circular 


reclo es igual al área del rectángulo respectivo (fig. 270) 
y se calcula según la fórmula 


Sho. =2n RH, a) 


donde R es el radio de Ja base, y H es la altura del cilindro. 
Si al área de la superficie lateral del cilindro adicionamos 
el área do sus dos bases, obtenemos el área de la superficie 


zotal del cilindro 
Si. = ?л RH 420 R? = 2n R (H + В). 


Por área de la superficie total del cono se toma el área 
de la desarrollante de su superficie lateral. Por eso, el área 
de la superficie lateral del cono circular recto es igual al área 
del sector circular respectivo (fig. 271) y se calcula por la 
fórmula 


Six, =aRL, (2) 


donde R өз el radio de la base, у L es la longitud de la gene- 
ratriz del cono. Si al área de la superficie lateral dol cono 
adicionamos el área de su base, obtendremos el árca de la 
superficie total del cono 

Sior. ла +a R? =1R (L+ R). 


Análogamente, por área de la superficie lateral del cono 
truncado se toma el área de la desarrollante respectiva. Por 
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eso, en ol caso del cono circular recto (fig. 272) el área de la 
superficie lateral del cono truncado se calcula por la fórmula 


ка. =a (r, Бл) 2, 
donde 7, у r son los radios de las basos, у Z os la longitud 
de la genoratriz del cono truncado, 


A 


д 
Fig. 271 Fig. 272 


Problema. En un cono está inscrito un cilindro (fig. 273). 
La altura del cono os 4 veces mayor que la altura del cilin- 


Fig. 273 


dro, y la longitud de la generatriz del cono es 6 voces mayor 
que la altura del cilindro. Hállese Ja razón de las áreas de las 
suporficies lateralos del cono y del cilindro. 
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A Según las fórmulas (1) y (2) obtenemos 
Sie. =2л 10410014, Six. = л JOB} KB). 
Según la condición | KB | = 6 | ОО, |. Por consiguiente, 


Sie. _ 31081 
7186 

De los triángulos semejantes ОВК у 0,4,K hallamos 
1081 10К| 


10,41 10,81 
Según la condición [OK | = 4 | ОО |. Por consiguiente, 


IOB) _ å 
wA S E 
Teniendo en cuenta que |О,А, | = | ОА |, obtenemos 


os decir, el área de la superficie lateral del cono es 4 veces 
mayor que el área de la superficie lateral del cilindro. А 


$ 91. Area de una superficie de revolución 


El área de la supe, lateral para el cilindro y el cono 
fuo definida con ayuda del área de la desarrollante. Sin 
embargo, tal procedimiento no es aplicable para cualquier 
superficio. Por ejemplo, no so puede desarrollar la osfera on 
un plano. 

Dofinamos, para el caso general. el área de la superficie 
do revolución y demos la fórmula para calcularla. 

Sea dado el arco AB de una curva (fig. 274), cuya ecua- 


ción y = f (z), z € la; bl, dondo f (2) es una función по 
negativa, que tiene una derivada continua. 


Dividamos el segmento la; b] por medio de los puntos 
ba 
T 


z=a+ E 11,2, aiei 


en п segmentos de igual longitud. Tracomos a través de los 
puntos z; rectas, paralelas al oje Oy y designemos con M, 
los puntos do intorsección de estas rectas con el arco AB, 
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La quebrada AM,M,-.. М„-үВ зе denomina inscrita 
en el arco AB. 

Si la partición del segmento la; b) es bastante menuda, 
es decir, si n es bastante grande, las áreas de las superficies 
formadas por la rotación del arco AB alrededor del eje Oz 
y de la quebrada inserita en el arco se diferenciarán poco 
entre sí. ' 

La superficie engendrada por la revolución de la quebra- 
da consta de las superficies laterales n de los conos truncados 
(o cilindros). Ya sabemos calcular su área. 


Fig. 274 Fig. 275 


Se denomina área de la superficie formada por la rota- 
ción dol arco АВ, el límite al cual tiende cuando л —> оо, 
ol área de la superficie, formada por la rotación de la quebra- 
da AM,... MB, inscrita on AB. 

Se puodo demostrar que el área de la superficie formada 
рог la rotación de la curva AB alrededor del eje Ол ве cal- 
cula por la fórmula 


b 
5= 28 | /(ж) VIFT OF dz, 
o, más breve, j 


è 
S=2n | yViFy2az. a) 
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No presentamos la demostración de esta fórmula. 
Problema 1. Hállese el área do la superficie obtenida 
por la rotación del arco de la parábola у =2V2,0<1<1 


(tig. 275) alrededor del eje Oz. 


1 


2 Puesto que y' = чуг, de acuerdo con la fórmula (1), 
2 


el área de la superficie de revolución se expresará рог la 
fórmula 


so j213/1+2 desta] VTFzdz, 
э è 


do donde obtenemos 


з 
E (71. 


(202—1). А 


2 з 
8=4л--4 (1+) 


Respuesta. 8 =% 


Si la curva AB está definida por las ecuaciones paramó- 
tricas z = q (4), y = р (0). tE la; Pl, donde q (t) y y (0 
tienen derivadas continuas, entonces 


В 
A 


А 
о, más breve, 


в 
82а Уа. (2 


Problema 2. Calcúlesc el área de la superficie formada 
por la rotación del arco de la cicloide 


| 2=a(t—sent), 
и=а(1— соз), 
alrededor dol oje Oz. 


A Puesto que z' = a (1 — cos t) y у = a sen t, sogún 
la Tórmula (2) obtenemos 


1610; 21], 


2a 


S=2n | a(1—cos t) V A (1 — соз 1)? а? son? 7 di = 
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эл за 
= 2ла | (1—cos t) V #(1—соз 1) dt = Sna? | x 
0 


2x 
x sent dt= Вла? | (1—cost-t ) son Fat, 
è 


Hagamos la sustitució 
Entonces 


S 


“а 


Respuesta. $ = © na. А 
$ 92. Area de la esfera y de sus partes 


Tcorema 1. El área de la esfera de radio R se calcula según 
la fórmula 
S =4nR?. ч) 


t La esfora de radio R puede ser obtenida por la revolu- 
ción de la semicireunforencia definida por la ccuación 


y=VR=2, 2El—MR), 


alrodedor dol oje Oz. 
Entonces, según la fórmula para el área do una superficie 
de revolución obtenemos 


y VITFy® dz=2r | V Æx 


s 


S= 2n 


L—» 


a 


а 
Е y 
priz= = лл. 
14+- r da 2а pu AN a 
Análogamente se deduce la fórmula para ol área de una 
zona esférica que se obtiono girando el arco de una cireunfe- 
roncia (fig. 276) y = VRT — 2, x€ia; bl, en torno al 
eje Ox. 
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En efecto, 
А 


Й 
8=2а | УУТ+у?Заг=?л | Rdz=2xt(b—a). (2) 
5 z 


Teorema 2. El área de una zona esférica de radio R y al- 
tura H se calcula por la fórmula 


5 = 2nRH. (3) 
O La fórmula (3) se obtiene de la fórmula (2), ya que 
H=b—a E 
Un segmento esférico puede obtenerse por la revolución 
del arco do la circunferencia 
y=V R, аас В, 


alrededor del eje Oz. Por consiguiente, el segmento esférico 
ès un caso particular de Ја zona esférica (b = R). 


Fig. 277 


Corolario. El área del segmento esférico de radio R y altura 
H se calcula según la fórmula (3). 

Problema. En una esfera está inserito un cubo con la 
arista a (fig. 277). Hállense las áreas: 

a) de la esfera; 

b) de la zona esférica cortada por los planos de las caras 
superior e inferior del cubo; 

©) del segmento esférico cortado por el plano de la cara 
inferior del cubo. 
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A а) La diagonal del cubo con la arista а es igual a За. 
Por consiguiente, | AC, | = У За. Por otro lado, si R es el 
radio de la esfera, | AC, | = 2R. Por lo tanto, 2R = Y 3a, 


os decir, R = Уа. Por la fórmula (1) hallamos el área 5 
de la esfera: 


8 =4а Нз = 4л 2-02 Зла. 


b) En el сазо dado, es evidente que la altura de la zona 
esférica es igual a a. Considerando en la fórmula (3) H = a 


ун = £ a, hallamos el área S, de la zona esférica 


8,=?лЕН =2л-У® merVia. 


c) La altura del segmento esférico es igual a la longitud 
del sogmento О,К. Calculémosla: 


3 
10,K|= 10| —1001= 0—2 а = а 
A y 31 
Considerando que on la fórmula (3) Н = 21а y 


ps 
R = La, hallamos el área del segmento esférico: 


i у 
S,=20RH=2x -У3 „мы. Ba 


Problemas para el capítulo Vil 


7.1. Los poliedros Ф, y Ф, tienen los volúmenes У, y Va. Hálleso 
el volumen де la figura Ф, U Ф,, si se sabe que el volumen de la figura 
Ф, пФ, es igual 0,5Vge 

7.2, Los poliedros Фу у Ф, tienen los volúmenes Y, y Va. ¿En 
qué caso el volumen de la figura Ф, U Ф, será igual a Уу? 
7.3. Hállese la razón de los volúmenes de las partes del cubo 
por el plano que pasa a Lravés de su eje de simetría. 

Se da el parulelepípedo rectangular, cuyo volumen es igual 
a Y. Hállense los volúmenes de las partes del paralelepípedo cortado 
por el plano que pasa por su cje de simetría. 

7.5. El cubo de volumen V está cortado por el plano que atra- 

а centro de simetría. Hállense los volúmenes & las partes dol 
cubo. 


7.6. La diagonal del cubo es igual a 1. Hállesc el volumen del 
о. 


сог 


cubi 


320 


7.7. La diagonal de un paralclepípedo rectangular, cuya baso 
es un cuadrado de lado a. es igual a 1 (2 > } Zn. lállese el volumen 
del. paralelepipedo dado, 

7.8. Denméstrese que el volumen del paralelepípedo rectangular 
es igual a V 010,0, si las áreas de sus caras son iguales a Q,, Q; y 

7.9. Los lados de la base de un paralelepípedo recto son iguales 

V 18 em y forman un ángulo de 45°, la diagonal mer 
>lepípedo forma con el plano de la base un ángulo de 45 
lose е} volumen del paralelepipedo. 

7.10. La diagonal de un paralelepípedo rectangular ев igual 
a 12 cm y forma con el plano de la cara lateral un ángulo de 30° y con 
la arista Jateral un ángulo de 45°. Hállese el volumen del paralele- 

ípedo. 
PGi, La diagonal del paralelepipedo rectangular es igu: 
forma con unu cara un ángulo de 30° у сөп la otra, de 45°. J 
volumen del paralelepipedo. 

7.12. La diagonal de un paralelepipedo rectangular forma con 
la base un ángulo de 60°, el ángulo diedro entre la sección diagonal y la 
cora lateral es igual a 45°. Hállese el volumen del paralelepipedo, si 
Ju diagonal de la base св igual a d- 

7413. En un paralelepipedo recto las aristas procedentes de un 
vértice son iguales a 1 m, 2 m y 3 m, además, las dos aristas menores 
forman un ángulo de 60°. Coleúlese el volumen del paralelepípedo. 

7.14. En un paralelepipedo recto los ladus de la base sen iguales 
a 40 cm y 17 ста. Una de las diagonales de la base es igual a 21 cm, 
la diagonal mayor del paralelepípedo es igual a 29 cm. Calcúlese ol 
volumen del puralelepiped 

7.15. La diagonal de un paralelepipedo rectangular es igual а 
13 cm, y las diagonales de sus caras laterales son iguales a 4 Y 10 em 
y 27/17 em. Н Ше el volumen del paralelepípedo. 

46. Do hase de un paralelepipedo recto Sirve nn paralelogramo 
соп un ángulo de 120° y 10s lados iguales a 3 em y 4 em. La diagonal 
menor del paralelepípedo es igual a lo diagonal mayor de la base 
WHállose el volumen del paralelepipedo. 

7.17. En un paralelepipedo inclinado la proyección de wna arista 
lateral sobre el plano de la base es igual a 5 em. y la altura а 12 em. 
La sección perpendicular а la arista lateral es un rombo con wn йл 
de 24 ст? y una diagonal igual a 8 cm. Hállese el volumen del para- 
lolopípedo. 

VIS. De base del paralclepípedo inclinado sirve un rombo con 
un lado igual a a y un ángulo agudo de 30°. La diagonal de una cara 
lateral es perpendicular al plano de la hase, y la arista lateral forma 
con el plano de la base un ángulo de 60” Hálleso el volumen del para- 
Jelepípedo. 

РТ. De un lingote de cobre que tiene la forma de un paralelo- 
pípedo rectangular de 80 cm x 20cm x 5 cm de dimensiones, se 
lamina una hoja de 1 mm de espesor. Detormínese el área de estu hoja. 

7.20. De una hoja de lata cuadrada con un lado igual a a se fabricó 
un tanque del mayor volumen posible con una base cuadrada sin tapa. 
Hállense las dimensiones lineales del tanque. 

7.21. De base de un prisma recto sirve un Iriángulo isòsceles 
cuyos lados son iguales a 5 cm, 5 cm y б em; la altura del prisma es 


or del 
1 


aly 
зс èl 
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igual a la altura mayor de este triángulo. Hállese el volumen del 
prisma, 
7.22. De base de un prisma recto sirve un triángulo con los lados 


de 7,5 от, 6,5 еш y 7 em, y la urista lateral del prisma igual a (4 cm. 


Calcúlese la arista del cubo equivalente al prisma dado. 
7.23. La altura de un prisma triangular recto cs igual а 6 m, su 
volumen es igual 2880 m?. Las áreas de las caras laterales se relaci 
пап como 17 : 17: 16. Hállense las longitudes de los lados de lu base 
7.24. La longitud de la diagonal de un prisma cuadrangular 
regular es igual a 3,5 m, y la de la cara lateral es igual n 2,5 m. Há- 
lMese el volumen del prisma. 

7.25. La diagonal de la longitud a de un prisma cuadrangular 
regular forma un ángulo de 30° con la cara lateral. Hállese el volu- 
men del prisma. 

7.26. En un prisma triangular regular el lado de la base es igual 
a a. Málleso el volumen del prisma, si la diagonal de la cara lateral 
forma un ángulo œ con la otra cara lateral. 

7.27, La base de wn prisma recto es un triángulo isósceles con 
lados de 5 cm, 5 ст y 6 cm; la diagonal de la cara menor lateral forma 
m ángulo de 45° con la cara lateral mayor. Hállese el volumen del 
prisma, 

7.28. En la base de un prisma recto se encuentra un triángulo 
con lados de 3 cm }, 5 em y ua ngilo de 120° entre ellos. El árcu mayor 
de las caras laterales es igual a 35 cm*. Hállese el volumen del prisma. 

7.29. Еп la baso de un prisma recto hay un triángulo rectangular 
con área S y un ángulo agudo igual a а. El área de la cara lateral 
mayor ез ql a Q. Hállese el volumen del prisma. 

7.30. La arista lateral de un prisma riangulor regular es igual 
a la altura de la base, y cl área de la sección trazada a través de osta 
arista lateral y la altura de la basc es igual а 0. Hállese el volumen 
del prisma. 

7.31. La longitud de una travieso de ferrocarril es igual a 2,7 m, 
su sección transversal está representada en la figura 278 (las dimen- 


16 


Fig. 278 


siones se dan en centímetros). ¿Cuántas traviesas so pueden cargar en 
ma plataforma cuya capacidad de carga es de 17 toneladas? (La den- 
sidad de la madera se admite igual а 0,8 g/cm*). 
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7.32. Una piscina para agua tiene la forma de un prisma cuadran- 
ular regular y su volumen es igual a 32 m°. El fondo y las paredes 
fnterales de la piscina hay que cubrirlos con baldosas. ¿Cuáles deberán 
ser las dimensiones de la piscina para que la cantidad empleada de 
baldosas sea mínima? ¿Cuántas baldosas se requerirán, si su tamaño 
es de 20 cm X 20 em? 

7.33. En un cilindro, cuya altura es igual al diámetro de la hase, 
está trazado un plano paralelo a su eje, que corta de la base un arco igual 
a 120°, El perímetro de la sección es igual a (8 + 4 УЗ) em. Сајей- 
lese el volumen del cilindro. 

7.34. La diagonal de la sección axial de un cilindro circular recto 
es igual a d = 16 cm y forma un ángulo de 60° con el plano de la baso. 
Hállese el volumon del cilindro. 

7-35. Un cilindro está formado por la rotación de un rectángulo, 
cuya área es і, $, alrededor de uno de sus lados, Hállese el volu- 
men del cilin la longitud de la circunferencia, circunscrita por 
el punto de intersección de las diagonales del rectángulo, es igual 
aC. 


7.36. En un cilindro circular recto el área de la sección perpen- 
dicular a ДЯ gonoratzis es igual a M, y el área de la sección axial es 
igual a №, Determínese el volumen 'del cilindro. 

7.37. Paralelamente al eje del cilindro circular recto está trazada 
la sección distante del eje en 4 y que corta de la circunferencia de la 
base un arco de magnitud æ. El área de la sección es igual а 5. Hállose 
el volumen del cilindro. 

7.38. Un árbol de acero, cuyo diámetro es igual a 8,4 em y lo 
longitud а 97 cm, se tornca de manera que su diámetro disminuya 
en 0,2 cm. ¿En cuánto disminuirá la masa del árbol después del tor- 
neado? (La densidad del acero es de 7,4 g/cm). 

7.39. Durante Ja construcción del metro se utilizaron anillos 
de, hormigón armado con un radio exterior de 5,5 m e interior de 
51 та. ¿Cuál es el volumen de tal anillo si su longitud es de 100 m? 
¿En qué por ciento disminuirá el volumen, si las longitudes de ambos 
radios se reducen en 0,4 

7.40. En un prisma inclinado los lados de la base son iguales a 
4 cm, 13 om y 15 cm. La arista lateral es igual a 10 УЗ cm y está 
inclinada hacía el plano de la base bajo un lo de 45°, Calcúleso 
el volumen del prisma. 

7.41. La base del гізта inclinado ticne la forma de un parale- 
logramo con lados de 6 dm y 12 dm y un ángulo agudo igual а 60°, 
La arista lateral del prisma es igual a 14 dm y forma con el plano de 
la base un ángulo igual a 30”. Jlállese el volumen del prisma. 

7.42. El paralelepípedo inclinado tiene como base un rombo con 
un ángulo agudo igual а а. Cada arista del paralelepipedo es igual 
a a. La arista lateral que pasa por el vórtice del ángulo agudo del 
rombo forma con los lados de la ángulos iguales а а. Hálleso el 
volumen del paralelepípedo. 

7.63. La base de un prisma inclinado tiene la forma de un trián- 
gulo equilátero con un lado igual a а. Una de las curas laterales del 
prisma es perpendicular al plano de la base y representa un rombo 
cuya diagonal es igual a 5. Hállese el volumen del prisma. 

7.44. La base del prisma tiene la forma de un trapecio isósceles, 
cuyas bases son iguales а 28 cm y 44 em, y los lados laterales, a 17 cin. 
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Una de las secciones йөре, del prisma, perpendicular a la base, 
es un rombo con пп ángulo igual a 45°, Hállese el volumen del prisma. 

7.4%. Todas las caras del paralelepípedo son rombos, con diagona- 
les iguales a б em y 8 cm. Hállese el volumen del paralelepípedo. 

7.46. La base del paralelepípedo inclinado tiene lu forma de un 
rectángulo con lados a y b. y la arista lateral, igual a e, forma con 
Jos lados adyacentes de la base ángulos iguales u œ. Hállese el volu- 
men del paralelepípedo. 

7.47. Calcúlese el volumen de la pirámide que tiene como base 
un zectángulo con lados de 6 em y 8 cm, y cada arista lateral es igual 
а 13 cm 

7.49. La altura de una pirámide hexagonal regular cs ішо а £ m, 
su apotema forma con la allura un ángulo de 30%, Calcúlese el volu- 
men de la pirámido. 

7.49. Las uristas laterales a, ù y с de una pirámide triangular 
son recíprocamente perpendiculares.” Demuéstrese que su volumen 


es igual a 928, 


7.50. La superficie total de una pirámide cuadrangular rogular 
са igual a 108 eme El ángulo diodro de la base es igual а 60”, Calcú- 
Jesc el volumen de la pirámide. 

7.51. En vna pirámide cuadrangular regular el lado de la base 
es igual a a, el ángulo plano del vértice, a æ. Hálleso el volumen de 
la pirámide. 

7.52. La base do una pirámide es un rombo con lado a y ángulo 
agudo a. Todos los ángulos diedros de la baso son iguales a ф. Há- 
Певе el volumen de la pirámide. 

7.53, La base de una pirámide es un rombo con lado a y ángulo 
agudo а, la altura de la pirámide es igual a Л. Hállese el volumen de 
la pirámide. 

7.54. La base de una pirámide es un triángulo isósceles, cuya 
altura es igual a Р, y el ángulo del vértice es a, La altura de la pirá- 
mide es igual a #. Hálleso el volumen de la pirámide. 

7.55. El área de la superficie йо un tetraedro regular es igual а 5. 
Hálleso su volumen. 

7.56. La pirámide Keops tiene la forma de una pirámide cuadran- 
gular соп una altura, de = 150 m y una arista Lateral de 2220 m. 
Túllese el volumen de la pirámide. 

7.57, Uno de los diamantes extraídos en Yakutia tione una masa 
de 42 quilates y la forma de un octaedro regular. Hállesc la arista de 
este octacdro. (La densidad del diamante es de 3,5 б/сш?, un quilate 
es igual a 0,2 g). > 

7.58. Las caras laterales de una pirámide triangular son recípro- 
camente perpendiculares, y sus áreas son iguales a а?, b? y с?. Deler- 
mínese el volumen de la pirámide. | 

7.59. En una pirámide triangular truncada la altura es igual 
a 10 m, los lados de la base inferior son iguales a 27 m, 29 m y 52 m, 
y el perímetro de la base superior es igual a 72 m. Determineso ol 
volumen de la pirámide truncada. 

7.60. Los lados de la base de unu pirámide cuadrangular truncada 
n iguales a 40 em y 10 cm. El área de la superficie total de 
е es igual a 3400 em*. Calcúlese el volumen de la pirámide 


regular 
Ja pirá 
Lruncada. 
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7.61. En una pirámide a través del punto medio de la altura 
está trazado un plano paralelo а la base. Determínese el volumen de 
la pirámide truncada formada, si la altura de la misma es igual a 
18 cm, y el área de la hase es de 400 cm*, 

7.62. Los lados de las bases de una абаа triangular truncada 
son iguales a a y b (а > b), el ángulo diedro de la base mayor es igual 
а а. Mállese el volumen de la pirámide truncada. 

7.63. En una pirámide cuadrangular truncada regular los lados 
de la base son iguales a a y b (а > 5), el ángulo agudo de la cara lateral 
us igual a о. Determínese el volumen de la pirámide truncada. 

7.64. El lado de la base de una pirámide triangular lar es 
igual a a, el ángulo entre las caras laterales es igual a q. Hállese el 
área de la superficie Jateral. 

7.65. Calcúlense los volúmenes de los cuerpos formados 
rotación en torno al eje Oz de las figuras planas limitadas pur 

incas: 


9) y=senz, =P т>ф 


D)=zr, 2=y q) y=, 
h) ym, а (a> 0). 


7.66. La generatriz de un cono es igual a уб cm y forma un ángulo 
de 45° con el plano de la base. Háliese el volumen del cono. 

7.67. Lu sección axial de un cono es un triéngulo regular con 
un lado de б cm. Hállese el volumen del cono. 

7.68. Hállese el volumen del cono cuyo diámetro de base es 
ual a 6 em, y el ángulo entre la generatriz y el plano de la base es 
igual a 30°. 

7.69. El ángulo del vértice de la sección axial de un cono es igual 
a 90%, el área de la sección es igual a 18 cm*. Hállese el volumen del 


7.70. A través 


1 vértice de un cono bajo el ángulo q se trazó 
un plano hacia la base, que corta de la circunferencia de la base el 
arco «р; la d ntre el plano de la sección y el centro de la base 
igual a d. Determinese ol volumen del cono 
7.74. Un triángulo rectangular con catelos iguales a 8 ст y 15 em 
gira alrededor del cateto mayor. Caleúleso el volumen del cuerpo de 
revolución. 
7.12. A través del vértice de un cono bajo un ángulo de 45° está 
trazado un plano hacia la hase, que corta nu cuarto de la cireunteren- 
cia de la base de radio R = 3 em. Calcúlese el volumen del cono. 
7.73. Un triéngulo con lados iguales a 10 dm, 17 dm y 22 dm 


gira led del Jado mayor. Determínese cl volumen del cuerpo de 
revolu 
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7.74. Un triángulo rectangular, cuya árca es igual a 5 y el ángulo 
agudo igual a e: gira alrededor del eje que contiene la hipotenusa. Há- 
Iese el volumen del cuerpo de rovolución. 

7.75. Un Lriángulo isósceles, cuya base es igual a a y el ángulo 

es igual a а, gira alrededor del cje que contiene la base. 
Hállese el volumen del cuerpo de revolución. 

7.76. Un triángulo rectangular con área 5 y ángulo agudo о 
gira alrededor del eje, trazado а través del vértice de un ángulo recto 
paralelamente а la hipotenusa. Hállese el volumen del cuerpo de 
revolución. 

7.77. Un triángulo isósceles, cuyo ángulo del 
y el Jado lateral, а m, gira alrededor del eje que conti 
Hálleso el volumen del cuerpo de revolución. 

7.78. Un montón cónico de grano tiene una altura do 2.4 m, y una 
circunfercucia de base de 20 ш. ¿Cuántas toneladas de grano bay en 
el montón, si la masa de 1 шэ de grano es igual a 750 kg? 

7.79. ÈÌ cascajo se coloca en un montón que tiene la forma de 
un cono con una inclinación del talud igual а 33°. ¿Qué altura debe 
tener el montón para que su volumen sea igual а 10 m°? 

7.80. Los radios de las bases de un cono truncado son ales a 
1 dm y 9 dm, la genoratriz es igual a 1 m, Mállese el volumen del 
сопо truncado. 


ice es igual a |}, 
ne el Lado lateral. 


7.81. Los radios de las bases de un cono truncado у su altura 


relacionan como б : 4, Calcúlese el volumen del cono truncado, 
si su generatriz es igual а 25 ст. 

7.82. Un trapecio isósceles con un ángulo agudo igual а 60% 
gira alrededor del eje que pasa por su lado lateral. Calcúlese el volu- 
men del cuerpo de revolución, si las bases del trapecio son iguales 
а 6 cm y 20 ст, 

7.83. Un rombo con lado a y un ángulo agudo о gira alrededor 
del cje que pasa a través del vértice de un ángulo agudo perpen- 
dicularmente а su lado. еве el volumen def cuerpo de revolu- 
ción. 

7.84. Un rombo con diagonal mayor d y ángulo agudo а, gira 
alrededor de una recta paralela al lado del rombo, que dista d del 
punto de intersección de las diagonales. Hállese el volumen del cuerpo 
de revolución. 

85. Un tronco de 15,5 m de longitud tiene los diámetros de los 
extremos iguales а 42 em y 35 cm. Hállese el error relativo admisible, 
calculando el volumen del tronco por multiplicación del área de la 
sección transversal media del tronco por su longitud. 

7.86. ¿Qué cuerpo tiene mayor volumen: la esfera de radio 1 din 
аем triangular regular, cada arista del cual es igual a 

mi 

7,87, El modelo de una esfera con un diámetro de 12 cm y el 
modelo de un cubo con una arista de 1 dm están fabricados del mismo 
material ¿qu modelo tiene menor masa? 

7.88. El radio OM divide un semicírculo con diámetro AB cn 
dos sectores de modo que AMB = 420°, Hállese la razón de los volu- 
menes de las figuras formadas por la rotación de estos sectores alre- 
dedor de (42) 

7.89. La sección de una esfera por un plano perpendicular a su 
diámetro divide el diámetro en relación 1:2. Hállese la relación 
de los volúmenes de las partes de la esfera. 
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7.90. La sección de un globo por un plano, perpendicular a su 
radio, divide el radio por la mitad. Hállese la relación de los volú- 
menes de las partes del globo. 

7.91. Calcúlese el valumen de un segmento esférico, si el radio 
de la circunferencia de su base es igual a 56 cm, y el radio del globo 
es igual a 65 cm. 


AS 

7.92. El sector АОВ сов un ángulo 402 igual a 30° gira alredo- 
dor de la recta ON, perpendicular a | ОВ |. Неве el volumen del 
cuerpo de revolución, si el radio del sector es igual a R. 

.93. En una esfera de radio R esta formado un sector con ángulo 
a en la sección axial. Hállese su volumen. 

7.94. En una esfera de radio 2 dm se taladró un orificio cilin- 
ансо ^а lo largo de su diámetro. Calcúlese el volumen de la parte 
restante, ві el radio del orificio es igual а 1 dm. 

7.95, El arco de la sección axial de un sector esférico es igual 
а 120%, ITállese la razón entre su volumen y volumen del segmento 
esférico correspondiente. 

7.96, Calcúlese el volumen de una esfera circunscrita alrededor 
de un cubo cuya arista es igual a 1 m, 

7.97. Un lado de la hase de un tetraedro regular es igual а a, 
ol ángulo diedro de la base es igual a р. Determínese el volumen de la 
osfera inscrita en el tetraedro. y 

7.98. En una esfera, cuyo volumen es igual а V, está inserito 
un prisma triangular recto. La base del prisma ез un triángulo rectan- 
gular con un ángulo agudo igual u а. y la cara lateral mayor es un 
cuudrado. Hállese el volumen del prisma. 

7.99. En una esfera de radio R está inscrito un cono, cuya gene- 
ratriz forma con la altura el ángulo a. Hállese el volumen del cono. 

7.100. En una esfera de radio R está inscrita una pirámide cun- 
drangular, cuyas aristas laterales están inclinadas hacia el plano do 
la baso de la pirámide bajo el ángulo q. Determíneso el volumen de 
la pirámide, si en su base está situado un rectángulo, cuya diagonal 
forma con el lado mayor un ángulo igual а а. 

7.101. Hállese cl volumen de una esfera inscrita en una pirámido 
triangular regular con la arísta de la base igual a a y el ángulo plano 
del vértice igual a a. 

7.102. En un cono está inscrita una esfera, cuyo área del círculo 
mayor es igual a 5. Hálleso el volumen del cono, si el ángulo entre su 
altura у la generatriz es igual a а. 

7.403. En un cilindro está inscrito un prisma cuadrangular, dos 
aristas latorales del cual están situados en la sección axial del cilin- 
dro, y las otras dos, en un plano perpendicular a esta sección. En una 
de las aristas el ángulo diedro es igual a а. La altura del prisma es 
igual al perímetro de su base, y la suma de las diagonales do la base 
es igual а s, Hállese el volumen del prisma. 

7.104. Alrededor de un cono está circunscrita una pirámide. 
La base de la pirámide es un triángulo rectangular, uno de los ángulos 
agudos del cual es igual a æ. Determínese el volumen del cono, si 
sabemos que el radio de su base es igual a r y la gonerntriz está incli- 
nada hacia el plano de la base bajo el ángulo $. 

7.105. El área de la sección axial de un cilindro es igual a 0. 
Hállese el área de la superficie lateral del cilindro. 

7.106, La diagonal de la desarrollante de la superficie lateral 
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lindro es igual a 2 y forma el ángulo « con el lado de la desa- 
rrollante de la circunferencia respectiva de la hase del cilindro. Há- 
Пезе el árca de la superficie total del cilindro. 

7.107. El segmento que une los puntos diametralmente o puestos 
de las bases superior e inferior del cilindro, es igual a 10 cm y está 
inclinado hacia el plano de la base bajo un ángulo de 60°. Hállese 
el área de las superficies lateral y total del cilindro. 

7.108. ¿Cuántos metros cuadrados de hojalata Se consumen en 
la fabricación de 1 millón de latas de conserva de 10 cm de diámetro 
y 5 cm de altura (para desechos y costuras se debe adicionar el 10% 
del material)? 

7.109. La altura de un cilindro es igual а №. la diagonal de la sco- 

axial formu el ángulo Ф con el plano de la base, Jálleo el árva 
la superficie lateral del cilindro. 

7.110. Un lado del rectángulo es igual a A, el ángulo entre sus 
diagonales es igual a q. Hálleso cl área de la Superficie lateral del 
cilindro, formado por la rotación del rectángulo alrededor del eje 
que contiene el lado dado. 

7.111. Un cuadrado con un lado igual a a gira en torno al cje 
que es paralela a su lado у se encuentra del lado más próximo а una 
distancia igual al largo de беге. Hállese el área de la superficie del 
cuerpo de revolución. 

112. La goneratriz del cono es igual a 1, el ángulo del vértice 
de lu sección axial es igual q. Hállese el área de las superficies lateral 
y total del cono, 

7.113. El área de la base del cono es 0, la longitud de la genera- 
triz es {. Mállense las árcos de las superficies lateral y total del cono, 

7.114. El techo cónico de un silo de torre tiene un diámetro de 
бип y una altura de 2 m. ¿Cuántas hojas de hierro para techar se reque- 
rirá para este techo. sí el tamaño de una hoja es de 0,7 m X 1\4 ш, 
y, Jara las costuras y recortes se emplea el 10% del área total del 
lucho: 

7.115. Un triángulo rectangular con un cateto igual и а y con 
un ángulo opuesto a él igual a 30°, gira alrededor de la hipotenusa 
Hállese el área de la superficie de la figura de revolución oblenida; 

7.116, Un triángulo isósceles cuya longitud de la base es igual 
a b, y el ángulo del vértice, a q, gira en torno a la base. Hállese el 
área de la superficie de la ligura de revolución obtenida. 

7.117. Los lados de un paralelogramo son iguales a « y b, y el 
ángulo entre ellos es igual а а. Húllese el área de la superficie de 
pu, Cuerpo, formado por la rotación del paralelogramo ulredodor del 
lado b. 

7.118, Coloúlense las йге, 
rotación 


s de las superficies formadas por la 
las siguientes curvas en torno al eje Ол: 


а) yaa, 0:4: b) yi=2px, оч 


0) уез =, OSIS 
d) z? } (у bjt mba 


п фт, 
на «ісу 
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Y { т=?соз4—сол 2, 
==2 sen t—son 21. 


7.149. Еп una esfera por un lado del centro están trazadas dos 
ciones paralelas, cuyas áreas son iguales a 49x dm? y Ал mé. Mállese 
el área de la superficie de la esfera, si la distancia entre las secciones 
es igual a 9 dra 

7.120. La arista de un cubo es igual a а. Una esfera pasa por 
cuatro vértices de Ја hase inferior del cubo y es tangente a las cuatro 
aristas de su base superior, Hállese el área de la esfera. 

7.121. Hállese el área de la zona esférica, si 108 га de sus 
bases son iguales a 20 m y 24 m y el radio de la esfera es igual a 25 m. 

7.122, ¿A qué distancia del centro de la esfera de radio А se 
encuentra un manantial puntiforme de luz, si él ilumina un tercio 
de la superficie de la esfera? 

1.123. Considerando que el radio del globo terráqueo es igual 
a 6400 km, hálloso el área de aquella parte do la superficie Lerresiro, 
que ве observa por el cosmonauta desde la nave cósmica a la altura 
de 300 km de la superficie de la Tierra, 

Indicación. Considéresc, que la parte visible de la superficie 
terrestre es un segmento esférico. 

7.424. La distancia máxima de alejami 
«Vostok» de la superficie terrestre fue de 302 
de 175 km. ¿Qué por ciento de la superficie 


ato de la nave cósmica 

la distancia mínima, 
terrestre pudo observar 
Y. А. Gugarin en esos momentos? El radio de la Tierra es igual a 
6370 km. 


RESPESTAS 


Capítulo 1 


1,2, a) 0; b) 0; e) 0; d) 0; e) 2b ó 2d; & ) 54-а ó —a-—b; 
n) d ó a. A ЕДС ЖАКУ ос 


1.7. эмб. 4.9. a) AS; b) АЙ. 141. a) к= 1; X Ik 1>% 0) jk] a1. 
112 а) k=44 1) 1£1>3 0) 1615. 143. а) 


Тат 
һ) tr ив. — PM. 145. —20b. 146. b—a; a—b; 020; 
a— q di b—2a. 147. b—a; $ (a—b); a+b; —L (a+b). 1.48. 2m; 
2 5,2 бў. 

—2m; 2m; 2m}m т-а: т2л. 149. а) 2042.00, 


b) 204+20B. 1.20. a+b+c; b) a+c; с) а; d) —a-+b; е) b; i) — 
1 1 a E 
Y atda 0 ра Poe 12 ($55): 


7 
(E) 120 (р) n (5) o 0600 (4; 
| 
D (2; 0). 123.004; DA= —2i+2 үз} 
CD=2i—2 V5} DË 


=item э itk o hi jk 


BAG —5; 0, 14B1=1BÁ4 


330 


126. (—3; 0; +2 V5). 127. Y3 VT. 
1.29. a) 12 Y 2; b) 24; c) —12 V3; d) 0; e) —24. 1.30. а) —10; 
b) 25; c) —39; d) 61; ә) 1101. 4.31. а) 0; b) 3. 1.32. 1.33. а) 0, 


5. 
3): (4, 2) 1.36. 5. 1.37. 6. 


с) para cualquier œ. 4.40, a =—4, 
1.41. by=4 Y2i43 V2 


b) 141 є) 34; d) 78. 1.34. (4 
‚ —0. 1.39. a) 4; b) —6 


1.47. 
14d. 45°, 4 


1.53. 45". 1.54. 90°. 1.55. cos B= 
9 3 

19 0; 0) ==. 
AJA 


y 
1:57. a) Izquierda; b) ni izquierda y ni derecha, va que Jos vectores 
зоп coplanares; b) derec! a) 6k; b) — 12 


жы. 
гвар) (AC; BD) = 


156. а) 2: D) 
y? 


1,59. 25 unidades cuadrada: 
c) 40а d) Bit Gjt ik o) 
g) ái B) БЕ 1074-56 1) 200+-10/-+20 


1.61. 7 y5 unidades cuadradas. 1.62. 48 unidades cuadrada: 
dades lineales; 9,6 unidades lineales. 1 1.64. 210. 
1.67. 4 | a; b; с |. 1.69. —50. 1.70. No son la torna ез 
derecha. ÓN Son coplanares. 1.72, эшда мог. 1.73. (3; —5). 


. 1.79. 13 unidades de trabajo. 1.80. 


—3j+0k, 1M1=7. 1.81. 2 H. 3.82, a) No; b) Sí. 1.84. 3 V5 uni- 
ааа lineales. 


E 97 


Capítulo і 


== 1+3, 
y=2+2; 

utá, 
та! 


2.4. a), b), c) 51; d) по. 2.3. a) Sí, b) no. 2.4. a) [ 


331 


2=2—1, 
y= +i 


; с) 224-35 =0. 2.14. Frt=1 


a=(5; 4). 2 2.43, a) Ye—y4-150; 


=4. 246. a) (40, (0 9; D) ($50), 0; 0. 


247. (—3; 1). 248, 6 unidades cuadradas. 2.19. F+L=1. 


Ж a+ y —6—0. 2231. 2st y= 8=0, 222, 2D yudadeg cuca 
223. (MP): 3r— y2 WD) z+ 30—12 50. 
224. (480: 22 +5 Lo) 

(a ¿BB 


—11=0. 2.20. 3r—2y—13 


HERA 5 ==0. 2.34. y =4. 2,35, 2л + 5y —26==0, 2.36. 2— 
2.37. 214 5y—4=0 y 27--5у4-25=0, 2.38. 2—y+7 

pintado 3r—2y+3=0, y =0. 2.40. а) 2—2y— 
b) 4z—3y—10=0, m=(4, —3); с) pira б=о, e > 


Ж 


2s. (—5; 6), n=(— 


—15y —20=0, n=(1; —15). 2.41. a) += 


2343, 
о { yal. 


2.43. а) (3; 2); b) (4; 3); с) (2; 5); d) (8; 


intersecan, 2.44. (10: P): 0 (9h; —o E). 245. (2 o); 


(5 8); (® D (8; —17. 246. (48%: (Ah (5; 40; (0 2) 
2.48. 2e 4; у= —3. 240. smb; у= 2. 2.50. =. зз, к=+, 


); е) no so 


2.52. ж = 1859. 2.53, k=1. 2.54. k=—4- 2.56. a) =185°; b) = 


©) a=0°; d) 90". 2.57. а я 121°, 2.58. hd. 2.59. ue 


b = 19. 2.60. La primera recta. 2.61. y = —24—4. 2.62. a) р=60% 


b) g= 0; с) pæ 44°; d) ф = 53°; e) p=0”. 2.63, а) Son paralelas; 
1) mo sou perpendiculares; с) no son paralelas ni perpendicularos. 
2.64. b=18, 2.65. а=--. 2.66. а) p—=45% 
д) тае 19% e) т-де. 2.67. а) Son paralelos; b) son perpendiculares; 
c) no son paralelas ni perpendiculares. 2.68. а—1. 2,69. b=1. 
2.70. a) Coinciden; ) son paralelas; d) son paralela 
РИ: реб Ы Ф009: с) pdas PO 0) ү=б 
2.72. а) Son paralelas; b) son perpendiculares; с) no son paralela 


ni perpendiculares. 2.73. а= —3. 2.74. а= 1. 2.75. а) к= 


332 


й=2@ с) —2—5=0,.4 d) £ у—2=0, d=2; 
5 12 б 4 
) BI 0.400.282. ус. ЗА. A лгу 
жз-аб. 2.84 a) 5; b) 10. 285. a) 2,5; b) 3; o) 0,5. 286. —Í— 
ve 
Б: 99 E 
2.87. Bety —29=0, dq > 288. да 4804100, 424-37 — 


—14=0. 2.89. Gr+4y—3=0. 2.90, 4r4+-y—6=0, Зе--2у—7=0. 


Capitulo Ш 


зл. а) ar Б) заа 10; с) A 
dto (+) = 


59. 3.2. a) (0; 0), R=6; b) (0; 0), R= V7; 


c) (553, R=7 d) (— +). R=8; е) (2,5 0, R=5 УЗ. 


; —5), Й=5. 3.4. 224-02 == 9. 3.5 (1—3?) 
im. (к—2)#-- (y 419925, 3,8. 

. (2 — П Рта АНЕ. 
25. 3,11. Fuera de la circunferon- 


PS 
reunferencia; 


circunforencia. 3.13. 32-+2y—6=0. 
3.145. (142324 y2=4; (0; 0), (—2; 2), (—: 


+(y—22=0,25. 347. (=—3,1)4-(0 4-2,3) = 22,1. 3.18. 


5" 


в) (2; —2). 349. 34у =0. 3.20. 8. 3.21. 04224 += 


=. 3.22. (25H (y HDI. 3.23. а®--у®—2. 324. | ма 


325, (—45 0). 326. Ep Et. 328, (—% 0), (85 0) 20-0 
e a A 
1059509671 
0), 0; —3), Р, (ҮЗ; 0), Fa (У; 
333 


a 
3.29. a) = pe 


3.30. а) a=4, b=3, (4 0), (— 


(—25 0, @ 4), (0; —4), Fi (УЗ; 0), Fa (— V3; 0). 3.31. ( 
E 8 
(—% ЕЕ: ) > 
еф. м. За, 20010, Ру (2 уб 0), Fa (2 V8 0), e= 

=2У8 8 


йй 
3.32. ¿EL =1. 3.38. a=5, 5—3, 20=8, Р (4; 0). 


.3.35. =. 3.36. Fr = 4. 3.37. 0,0167. 3,38. 


0,0045. 3.29. т =4. 3.40. e =0,0. 3.41. ith Lisa 


=2% ias зав. + зла. 4 УЗ. 3.45. 3 


т. 346 з 2900. 847. 4 
у Т. 346. звон у y=2sont 347. AE 
3.48. у= 22—38 VĒy у= 324-8 VĒ. 349. (4; —5). 3.50. (0; —5) 


у (0; 5). 3.51. 3r—=y—12=0. 3.52, LH Y 


-4-0 3.54. (—6; 0) y (6; 0). 3.50. a) a=4, b=3; 


=£,0 с) amd, 0-1, д) ан, ol, e Ы 
0 ад, 22 3.56. a) 4 у 3; b) (—5; 0), (5; 0); a K 0), 4 
d) y= =+% 3.57. а 20 = 

Loro 25 0 оу 


5 


64 36 


жї. 3.59. х= —5 у 2—5. 3.60. jo e 


= УЗ. 362. 1(—5;0), Fa (50, (40, (650), 
3.64. a=b. 


b) (5 2) es el punto de tangencia. 3.68. HL д.69. E =— 
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Los. алб. y=2+ VÍ. 3.74. Espérbola. 3.22. y? 482, 


12 

55 11 155 
3.73. y2=1,87. 3.74. (2+: = ). (E: +® . 375. уба 
=16%, 3.76. y? ==4ш; a л= 31°. 3,77. а) (0, 0), (4: 4): b) (0; 0), (4% —4% 
0600162 (55). 378 2—24+6=0. 3,79. (12% 


a ys 
+=; (20), 0: —4). 3.80. EHI 


82, y'2=3x'.3.83. a) Vi y 2 уз; (—V: 
x VS, (0; 2 V3); РАСТА 9. F, (0; 


(8: 0), (0; —4), (0; 4% Ex (0; — УЛ), Р, (0; УЗ); 0) 3 y 7 
210), (5:0), 6 9. оэ: r (03 – у), һ( 0; 


З. увай, 


), (V3; 0), (0; —2х 


/$ 2 2 a Ы 
SYE), E 9 Ур= 
= >, y TA E A 22 (и — 1) 
=69 gtg!) зр 38% Fr ыч. 


380. ( УЯ з) (02,3) (=й, 2) (LE, 2). 


3.87. E E =з 2 E n 


EE] 7—5 
кж N E 9 E 8 
RR 0 Rh 


3.89. a) 3 y 4ib) (0; —4), (0; 4); с) F1(0; — 5), Fa (0; 


ip : (2—3): _ (0—2): 2—3)» 
т 


A 3.92. a) 22-84; b) 22 —12y; с) узбе; 


d) y= — 10r. 3.93. з= —42у. 3.94. у®-= —24т. 3.95. (y—5)*= 
=8 (244) y=5, z= —6. 526. ау) (24-2), (—6; 0). 


3.101. хї=бу; y44,25=0. 3.102, 21—3y—2=0. 3.103. 90y=x2. 
3.104. a) Elipse; b) hipérbola; с) parábola d) parábola; e) un par 
de rectas que se cortan; f) un par de rectas paralelas; g) un punto; 
h) una circunferencia; i) elipse. 


Capítulo IV 
4.4, Seis rectas. 4.5. Cuatro planos. 4.6. No es válido. 4.7. No 
es, (válido. АВ. Tres pores de aristas que зо cruzan 4.0. 24. 
4.11. Para la construcción se puede tomar dos puntos arbitrarios: 
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uno situado en el plano de las rectas dadas, pero по pentenccionte 
a ninguna de ellas y el otro, fuera del plano que pasa por las тес- 
tas dadas. La recta que alraviesa estos puntos os la buscada. 
4.13. Conjunto, todas las rectas son paralelas, 4.14. Sí. 4.21. a) 90% 


D) оз e) 905 d) 45. 425. TE 4:28. 4em. 428, STE em, 


4.29. |¡MK|=350m. 4.31. Rectangular. 4.39. 45° y 135°. 
эло, ir 4.64. 1,17 Уб ста. 4.46. $ h. 4.47. a) Bo puede; 


һу; еу d) по. 4.48. 6M. 4.49. = 17,1 ст; œ 20,1cm. 
у Зет ó 4cm у 7cm. 4.51. 4cm, 8cm, 12cm. 4.52. 


аууб 


4.58, 4.54. а Y 2. 4.55. т ү сов р. 4.56. 50m2. 4.57. =10,1cm. 
4.58. 256 ста, 4.59. 32 ст. 4.62. Tetraedro y cubo. 4.63, Teosuedro. 
4.64. arccos L, 4.05. Zarecos 8, 47. x7,8H. 


Capítulo У 


> > > 
эл. a) AM =t (trat rai b) СМ (а та; 0) BM = 
=i (rrtt r) d) DM =t (ва rak 0) СЙ =t (гу ма) tE А. 


z-+2y—3 2-5 Р 

5.6. | 6 —6 —5 |0, 552-1 

2 з 40 „зд. 

2-2 y 2-4 
у| 1 i —6]= 

tS a 

2—8 0—4 245 
©) 5 2 s=% 1—4 =! 

5-2 9 5% 

5.7. a) 2:4-30—43=0; b Az- By + 2—40. с) Ty—42:=0; 
d) y—2=0. 58. а) áz — 13-424 Db) +110; с} Tz— 2y +73 
ЧЫЙ =@- 520. Ф270, 510, HA A0; 5.11. 16 unidades eua- 
Gradas. 5.12. аў 45% 1) 00% e) 10% 0) 00. 6.13. a) Son paralelas 


y no coinciden; b) son perpendiculares; c) se inlersecan, pero no 


2, b) k=0; с) рага 


son perpendiculares; d) coinciden. 5.14. а) К 


cualquier k. 5.15. a) a=—h, %=—; b) amo, pl; c) a= 
=5, В es un número cualquiera. 16. 8r—2y—5:--23=0. 
5.17. 2e+3y+2—11=0. 5.18. 5y+3124+7=0. 


až 
=%. 


c) —z =y =z; d) 


2=242, 
5.22, a) { y=—147t, b) { 


2=4t; 


5.23. 22415-72760. 5.24. 5z+5z—8=0. 5.25. n) — hr 
6 

+95-2.-3=0 — 

526. a) E; Б) 4 c) 16. 5.27. a) з; b) 11; су 14. 528. 


22—01330 337 


520 а) 35; 


Ж Р 
1% * 3 bo 


5.30. а) 60% b) 90% с) =79%. 


i . 5.36. a) Sí; b) no. 
5.37. a) Sf; b) по. Я b) 2 65°; с) 0°. 5.39. a) Son para- 
islas, la тода по está situada en el plano; b) son paralelas, Ja 
recta no está situada en ol plano; e) se intersecan on ol punto 
(0; 0; —2) mo son porpondiculures; d) son perpendiculares, бо in- 
Хотзесап on ol punto (—2; 4; 4); e) la recta está situada ел cl 


БАИ. 1124 9y +73 — 235 = 0 


З= 425 —2—5=0, 
2—80 —13:4-9=0. 
2+2 


plano. 5,40, 


5.42. a= —13, P=2. 5.43. { 


s ау 2+2 
ЙЕ: Ш + 


Capítulo VI 


6.1. 234 424-2236 
situado dentro de la 
fuora de Ja esfera. 


9,2. Pa hgt =A. 0.2, El punto А está 
o J, on la esfera; el punto € 
E о з), Йй уа е 1), R= 


=6 VŽ. 6.6. a) Un punto; b) la circunferencia eje, yal 


с) un conjunto vacío. 6.7. La circunforoncia 224-020, z 
6,8. El о HA a E ia está situado en pS pinto и; 2 
19, Ж + YD 4 (2—4)2 = 46, с (2; 3; 
6107 Е te .9)2 = 49,25. 6.11. 2° + у + ш 
(—5; 2: 5). 6.13. (=— 8)2 45 (y -+5) + (1—5)? =44. 6.14. + 

= p 
MEGA: pue 


-= а. ват. ZH 7—1. 6.18. ptr. 6.49. 04 


+y? = 0. 6.20. Оза — áy? — 422—0. 621. A 


6.22. a) Una superficie cilíndrica circular, ol eje de la superficie 
cilíndrica coincide con el cje Oz, R=5; b) una esfera con centro 
en el origen do coordonadas y radio R=5; b) una superficio cilín- 
drica elíptica con generatrices paralolas al ејо Oz; d) una supor- 
ficie cilíndrica hiperbólica con generatricos paralelas al ejo Oz; 
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pos 
A 

a yo a 
б.з. Hi =O 6.25. Un paraboloide do rotación alre- 
dedor EN oje Oz. 6.26. Un hiperbolvide de rotación de dos hojas, 
por una hipérboln. 6.27. Un hiperboloide de rotación de «na hoja, 


por una hipórbola. 6.28. Un paraboloide de revolución, por una 
parábola. 


e) Una superficie cilíndrica parabólica. 6.23. y 


Capítulo VII 


TA. Vi + 05У. Indicación. Y (DU Фу) =V (P) +V (BI 
=V ND) 72.00. 7.3.4. 74. 05У. 7.6. 


y 
7.9. 405 стэ, 7.40. 210 y Zem? æ 306 стэ. 
з 
пм. таз, УЗ таз, 3 V3 пз лс 52и, 144. 3000спь, 


7.7. a 


үз 
7.15. 444 ета. 7.16. 360 cm3. 7.17. 312 стэ. 7.18. a. 
7.49. 8. 7.20. дг. 721. 57,6 етэ, 7.22. 3cm, 7.23, 3210, 
з у”; з y3 
бай. а у a уЗ 
0 т. 7.25. в 7.26. Toia 


cos (30° — а) cos (W° F а). 7.27. 12 V7 см? = 31,7 cn? 
7.28. жуз em? 32,5 от“, 7.29. +0 VI зоп 2а. 7.30. Q vz. 
7.31. 170. 7.32. 4mx4 Wi 2m, 1200, 7.33, 161 cm. 7.34. 128: х 
х ҮЗ сш. 7.35, Cs. 7.36. $ 5 va. 7.37. 505 138. 1,9 kg. 


Sona 
7.39. 1300 m3; 7,5 %. 7.40. ыа, 7.44, 252 УЗ аз? = 436,5 йт. 


aid Ж va ab y 12235 
7.42. 2a son @ }/ son E зор ®. таз, LIE 
7.44. = 14,9 diu. 7.45. 18 V 3D cm? л 112 стз. 7,46. abe Y 008 20, 
Ф <9 < 95. ТАТ. 192 оша, 7.48.2 y = 3,5 тә. 7.50, 


з уа 8 
122,4 ошз. 7.51. A ash. 752 5 sonta tgo 
{6зеп E 
2 
7.58. Tahsona. 7.54. тмн. 7.55. Ls V2s уЗ, 
7.56. 22,6 millones de па. 7.57. 24,7.0m. 7.58. 20 VZ. 


22* 339 


7.59. 1000 m3. 7,00. 5000 ci. 7.01. 2100cww, 7.62. L (0919) tge. 


оз @ 


£3 nè, А 
E<p<m 7.65. a) E; 0) 12 c) 1,04: 
0036 в) Ei) ZEEE, 7.66, д Y Gone. 7.67. ол Y Fono. 
2? 


3зоп 2p зеп q созЁ-у- ' 


7.68. Зл УЗ ст, 7.69. 18л УЗ сш. 7.70. 


7.74. 320л стэ, 7.72. 45а УЗ cm”. 7.73. 448n dm. 7.74. 2 


х у зеп Фе. 7.75. 57 + чу а? teta, 7.76. Las y Fonz. 1.17. {x 


X nm? sen? В. тл. адь 7.79. 1,6 ә. 7.90. 1829 dm. 


7.81. 10500л cm3. 7.82. 1946m от®. 7.83. 2na? son æ cost 5. 


7.84. na? “ў. 7.85. 2%. 7.80. Es más grande с] volumon de 
la osfora. 7.87. El modelo do la osfora es más ligoro. 7.88. E 1. 
7.89. 20:7. 7.90, 5:27. 7.91. 100902, emi, 7.92. Fr. 1.93. $x 


X ял? sen? + 7.94. 4 Võn dm”. 7.95. 3:1. 7.96. Y a 


ла Y 3 
1.97. A 


з 
isf. 14%. HV sen 2a. 7.99. + ARO son? 20% 


х сов? а. 7400. tre sen? 29 son? Ф sen 2а. 7401. FE ax 


a 
үз ы арз . 7402. $ ПЕТ ( 2 
V3+3 etg- i 
5* У зоп а 
se (ES) 
1405. nQ. 7.106. ч соя a-n зеп 20). 7.407. 25 Зи cm? æ 
136 ет, (25 /3-4-12,5) я сш 475 ст, 7.108. =35 miles de m?, 


7.409, яла etg q. 7.140. 2дһ® ig. Т.А. 42де?. 7.412. д sen, 


18 п 
7.403. 7.404. E ctg (2-5 5 $) + є В. 


340 


al son E (4+ son 5). 7.413. uv Z, uy +0. 


7 nb? ctg + 
7,114, 40 hojas. 7.115. na GYI 7.116. ———, 
0 
2 son $ 
7.47. 2na (a+b) sena. 7418. а) Fs b) 20и (209—1); 0) 20x 
EA 


x(V2+la (14 V2)); d) алар; о) 12 ла Du № = 


7.119. 25лли?, 7,120, ES ла?. 7,121, 400x m*, 11007 m?. 7.122. ЗА. 
7.123. ғ= 11,5 millones de km?. 7.124. 2,3% y 1,3%. 


ALGUNAS FÓRMULAS Y ECUACIONES 


Т. Vectores 


1. La longitud del vector а = (e у; 2) es: 


ааа ы, 


{а| = y 22+ yt +z 


2. ll producto escalar de los vectores а = (21; уц д) y b= 
= (tai Yei ĉe) es: 


а- = ryz + ууа 4-а. 


3. EL producto vectorial de los vectores a = (æy; y; 3) y b = 
= са 2). 


і $ k 
a юй оң 
Ta Ya da 


4. El producto mixto de los vectores a = (д; y; 21), b= 
= (ш Vai Za) Y C= (Za; Yai за) es: 


la; bj= 


т na 
n a n 
Ta Ya 9% 
5. El coseno del ángulo entre los vectores a y b, 


(а; b; с) = 


Ss 
cos (á; = 

11. La recta en el plano 
1. Ecuación gencral de la rec 
Ax+By+C0=0, 42 4 В 0. 


2. Las ecuaciones paramétricas de una recta con vector director 
а = (ау; аз), que pasa por el punto (ro; yo) son: 


{ 2=z+at, 


Ta! 


єн. 
Y =Yo Haga 
3. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos (ху; у) у (х2; Ya)? 
ZA — YB 
ET зы 
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4. La ecuación segmentaria de una recta, es decir, la ecuación 
de la recta que pasa por los puntos (a; 0) y (0; è), а + 0, b y без: 


z y 
ГЕ 


5; Feuación de una recta con coeficiente angular К y ordenada 
inicial di 


у= = +. 
6. Ecuación de una recta que por el punto (хо; у) perpen- 
dicularmente al vector л = (4; В 
A (z — 20 + B (у — y) = 0. 
7. La ecuación normal de una recta es: 
zos p+ysnp—p=0, р 2 0, 


donde р es la distancia del origen de coordenadas а la recta, q es la 
magnitud del ángulo entre el eje Oz y el vector normal de la recta. 

La distancia d del punto (ax y) а la recta, definida por la 
ecuación normal es: 


d= | ху соз ф + nsp- pl 


9. ТА coseno del ángulo entre Jas rectas definidas por las ecua- 
viones Ду Ву + Су = 0 y Aar + Bey + Су = 0 ев: 


АА, + ВВ, 
УЛАТ У АЕ ` 


10. La tangente del ángulo entre Jas rectas, definidas por las 
ecuaciones y = kir + b; y y = kgr + de ов: 


cos q= 


її. Curvas de segundo orden 
1 


. Ecuación de la circunferencia de radio Л сип centro en el 
punto (a; 0): 


+ (и — bt = Re. 
2. Ecuación canónica de la elipse: 


2 у 
itib >» 


donde a es cl semieje mayor, 5 es el menor, 
3. Ecuación canónica de la hipérhola; 


L£ Po, 
e” 


donde а es el semieje real, b, el imaginario. 
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4. Ecuación canónica de la parábola: 
102 = 2pz, р > 0. 
5. La dependencia entre la distancia зошіїоса] с y los semiejes 
a y bos: 
para la elipse = аы, 
рага la hipérbola с? = аз -+ 52. 


ТУ, Volúmenes de los cuerpos 
1. Paralelepípedo rectangular con dimensiones a, b, c: 


V = абс. 
2. Prisma con área de baso Q y altura Н: 
V=QH. 
. Pirámide con área de base Q y altura //: 
y 5 он. 


4. Pirámide truncada con áreas до las bases igualus а Q y q y 
altura И: 


w 


v 


-F (0+ Ибн. 

Cilindro circular con radio de la baso igual а Л y altura H: 
У = ДЕШИ. 

Cono circular con radio de la base igual a R у altura Н: 


a 


$ 


1 
V= = JA 
F еН. 
7. Cono truncado circular con radios de las bases R y r y altura 11: 


v 


Fa ner. 
8. Esfera de radio R: 
у= am. 
9. El cuerpo formado por la rotación alrededor del eje Oz de un 


Irapecio curvilíneo, correspondiente a la función y = f (=). z € la; b] 
es: 


b 
у=} P (2) dz. 
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10. El cuerpo situado entre los planos z= а, z= b> a, con 
área S (х) perpendicular al eje Ox de la sección, 


b 
ї S (2) dz. 
а 


У. Areas de las superficies laterales 
1. Pirámide regular con perímetro de base P y apotema h: 


na 
S==xy Ph. 


2. Pirámide regular truncada con porímetros de bases Р y Р, 
у apotema h: 


S= 2 etry h. 


3. Cilindro recto circular con radio de base RR y altura //: 
5 = 2aRH. 
4. Cono recto circular соп radio Л y generatriz D: 
5 = RL. 
5. Cono recto circular truncado con radios de bases R у r y gene- 
ratriz L: 
5 =л(А +1. 


VI. Areas de las superficies 
1. La esfera de radio Л оз: 


S = 4лА* 


2. La superficie formada рог la rotación alrededor del eje Oz 
del gráfico de la función y = f (z), т € la, b] es: 


b 
S=2% {ле VIFT OP dz. 


BREVE ESBOZO HISTÓRICO 


El inicio de la geometría data de liempos remotos y se debió 
a necesidades prácticas (medición de parcelas de tierra, volúmenes de 
cuerpos). Esto lo testimonian los textos de autores de la Grecia Anti- 
qua, mr, ejemplo, de Eudemo de Rodas (siglo 1V a.n.c.) y Herodoto 
(siglo ТУ a.n.e. 

aSestiostris, rey de Egipto, cuenta Nerodoto, repartió las tierras 
dando a cada egipcio una parcela spia el sorteo. Conforme a estas 
parcelas sus dueños pagaban cada año los impmestos. Si una de las 
parcelas era inundada por el , Su dueño se dirigía al rey. El rey 
mandaba a los agrimensores (geómetras), los cuales medían сп cuanto 
disminuyó lu parcela y según los resultados se reducía cl impuesto». 

Se necesitaba almacenar la cosecha recogida de las parcelas, 
Surgió la necesidad de calcular las capacidades de los depósitos de 
granos. En el papiro de Ajmes (aproximadamente 1700 a.n.e.) hay 
problemas de cálculo de volúmenes de los depósitos de granos. 

Así pues, ya a los antiguos egipcios les eran conocidos los más 
simples datos y nociones de geometría. 

En las matemáticas egipcias de aquel entonces no había defini- 
ciones, axiomas, teoremas” у sus demostraciones. La exposición de 
los conocimientos matemáticos se reducía a ejemplos y prescripci 
destinados a la solución de problemas aislados. 

Sin embargo, el desarrollo de la geometría como ciencia tuvo 
lugar principalmente en la Grecia Antigua. Aquí se iban acumulando 
datos sobre las relaciones métricas en los triángulos, sobre las medicio- 
nes de las áreas y volúmenes, relación de semejanza y de las propor- 
ciones de figuras, secciones cónicas, problemas de construcción. 

Con el nombre de Tales de Mileto (aprox. 625-547 a.n.e.), filó- 
sofo y matemático griego, está relacionada la aparición de las primeras 
demostraciones de algunos teoremas de geometría (el diámetro divide 
el círculo por Ja mitad; los ángulos de la base de un triángulo isósceles 
son ие; el criterio de igualdad de los triángulos por un lado y dos 
ángulos). Es interesante señalar que Tales utilizaba los conocimientos 
teóricos para resolver problemas prácticos (medición de la altura de 
una pirámide según la sombra que ella produce; determinación de la 
distancia de un barco al litoral). 

De este modo se dió el inicio a la formación científica de la geo- 
metía. 

El trabajo iniciado por Tales fue continuado posteriormente por 
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olros sabios: ágoras (aproximadamente 580-500 a.n.c.), Hipócrates 
ас Quios (segunda mitad del siglo V a.n.e.), Eudoxio de Cíelico (apro- 
ximadamento 480-355 a.n.e.). 

Los «Elementos» de Euclides (aprox. 365-300 a.n.e.) son la ргі- 
mera obra teórica de las matemáticas que so conservó basta nuestros 
días. 

Euclides realizó su actividad científica en a Este sabio 
escribió по sólo trabajos de matemática, sino también de física, astro- 
nomía y música. 

Cuentan de Euclides, que amaba Ja ciencia abnegadamente y nunca 
admitía la insinceridad. Una vez el rey Ptolomeo le preguntó, si había 
una vía más corta para el conocimiento de la geometría, que el estudio 
de los Elementos, respondiendo Euclides con orgulto que en la geo- 
metria no existía el camino de reyes. 

Los Elementos son la obra cumbre de Euclides, En clla f 
formulados los principales postulados (axiomas) de la geometría, de 
los cuales, con ayuda de razonamientos lógicos, se deducían las dis- 
tintas propiedades de las figuras más simples en el plono y en el 
espacio. Ein esta obra por primera vez se formaron Jas bases del método 
axiomá tico 

Durante dos mil años la geometría se estudió por los Elementos 
de Euclides, Esta obra era casi el único manual de geometría en las 
escuelas. 

Solamente a finales del siglo XVIII fueron escritos nuevos manua- 
les do geometría por grandes matemáticos, que eran а 1а vez profesores 
de talento. 


on 


д 

del álgebra у, posteriormente, del 
dujo por primera vez en la geometría las nociones de variable y de 
función. Para Ocscartes la variable se expresa como un segmento de 
variable longitud e invariable dirección (coordenada instantánea de 
un punto que, moviéndose, describe una curva) y como una variable 
numérica continua que recorre un conjunto de números, que forman 
un segmento de coordenadas. La imagen de variable doble acondicionó 
la penetración reciproca de la geometría y el álgebra, a la cual aspiraba 
Descartes. 

«La variable cartesiana, señalaba F. Engels, fue el punto de viraje 
en la matemática. Debido a ella el movimiento y, por lo tanto, la 
dialéctica formaron parte de lus matemáticas» 1). 

A partir de este momento la geometría se desarrolla impetuosa- 
mente. Aparece la geometría analítica, en la cual рог métodos alge- 
braicos se investigan las curvas y las superficies definidas por ecua- 

iones algebraicas. El método de coordenadas creado por Descartes 


1) С. Marx y Р. Engels. Obras completas, vol. 20, pág. 573. 
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se considera como su logro principal en la geometría analítica, ciencia 
que ha sido elaborada a la vez por él y por Pierre Fermat (1601-1685). 

Los métodos de análisis matemático empleados en la geometría 
por L. Euler (1707-1783) y C. Monge (1746-1818) echaron las bases de 
la goometría diferencial. Sus partes principales, la teoría de las curvas 
y la teoría de las superficies, se desarrollaron y generalizaron inten- 
somente en los trabajos de С. Gauss (1777-4855) у otros geóme- 
tras, 

La geometría comenzaba a dar sus pasos como ciencia física у sus 

rimeros resultados describían las propiedades de las magnitudes 
Fsicas observadas. Luego, hasta la segunda mitad del siglo XIX, la 
geometría tenía como objeto las relaciones y las formas de los cuerpos 
del espacio, cuyas propiedades se definían por medio de axiomas for- 
mulados por Euclides. Entre estos axiomas, el axioma de las paralelas 
(quinto postulado) fuo con frecuencia llamado mancha negra en la 
obra genial de Euclides la cual es como si se dividiera en dos partes. 
Una parte consta de teoremas que no dependen del quinto postulado 
y la otra contiene teoremas, cuyas demostraciones se basan bien direc- 
tamente en el axioma de las paralelos o bien en los teoremas, demos- 
trados basándose en este axioma. 

Naturalmente surgía la pregunta: «¿No es posible librarse del 
quinto postulado como axioma 0 demostrarlo?» 

Las tentativas de demostrar el axioma de las paralelas duraron 
más de dos mil años. Casi todos los eminentes matemáticos probaron 
sus fuerzas en la solución de este problema. Sin embargo, el problema 
quedaba sin resolver. Para salir de esta situación y encontrar una vía 
correcta а lu solución del problema era necesario по temer а enfren- 
tarso a las personalidades de prestigio, tener un espíritu revoluciona- 
rio, gran audacia científica, se necesitaba un genio del pensumiento 
matemático, capaz de romper con los profuíciós multiseculares y de 
una forma mueva comprender y resolver ol problema. 

El gran matemático ruso Nicolás 1. Lobachoveki (1792-1856) 
resultó ser tal genio y revolucionario en la ciencia. Por primera vez 
N. T. Lobachovski estableció rigurosa y científicamente la infructuo- 
sidad de las tentativas de demostrar el axioma de las rectas paralelas, 
El demostró que es imposible deducir la afirmación de este axioma de 
los demás uxiomas de Euclides. 

En 1826 N. 1. Lobachevski construyó la geometría que tiene por 
base un sistema de axiomas, que se diferencia del sístema de axiomas 
de Euclides sólo en el axioma do las rectas paralelas. 

Como resultado apareció una geometría lógicamente no contra- 
dictoria, que se diferencia sustancialmente de la euclídea, 

Las ideas de N. І. Lobachevski eran tan originales e inesperadas, 
y hasta tal punto adelantaron su siglo, que no fueron comprendidas 
incluso por los grandes matemáticos de aquel tiempo. 

N. I. Lobacheyski, insigne profesor y rector (dirigente) de la 
Univorsidad de Kazán, se ocupaba incansablemente de todos los asuntos 
de la Universidad. Trabajaba constantemente рог mejorar la ense- 
ñanza de las matemáticas en las escuelas, escribió manuales de álgebra 
y geometría. Condenó siempre a las personas que no deseaban trabajar 
debidamente y aportar el máximo posible a la sociedad. 

I. Lobachevski era no sólo un geómetra de fuerza creativa 
КТ ОТЕ sino tami un matemático dotado de un talento mul- 
tifacético. 
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бершы de хи las ideas de Lobachevski ganaron notoriedad, su 
geometría empezó a desarrollarse impetuosamente, especialmente en 
los trabajos de B. Riemann (1826-1866), A Kelly (1821-1895), 
F. Klein (1849-1925), D. Hilbert (1802-1943). 

Los trabajos de B. Riemann adquiricron un significado especial 
debido a que sus ideas y las ideas de N. I. Lohachevski constituyeron 
Ja Баво suslomética de la teoría de la relatividad de A. Einstein (1879- 

›- 

La geometría de N. І. Lobachevski y, seguidamente descubierta, 

la geometría no euclidiana de Riemann son parte sólida de la ciencia 
moderna y encuentran aplicación en la solución de los complicados 
problemas teóricos y prácticos de la matemática, de la física y de 
la técnica modernas. Sin embargo, la geometría de Euclides conserva 
su importancia en lo que se refiere a la práctica, en la construcción, 
en la técnica y, үт 10 tanto, es objeto de estudio en las escuelas de 
enseñanza general y de peritaje 

El desarrollo de la geometria y sus aplicaciones en las distintas 
ramas de las matemáticas y de las ciencias naturales evidencian la 
importancia de la geometría como uno de los medios más profundos 
y fecundos, por las ideas y por los métodos, en el conocimiento de la 
realidad objetiva. 

La ciencia matemática soviética siempre prestó gran alención al 
йомитоПо de la geometría logrando еп esta rama del saber notables 

éxitos. 


А nue stros lectores: 


Mir edita libros sovióticos traducidos al 
español, inglés, francés, árabe y otros idio- 
mas extranjeros. Entre ellos figuran las 
mejores obras de las distintas ramas de 
la ciencia y la técnica: manuales para los 
centros de enseñanza superior y escuelas 
tecnológicas; literatura sobre ciencias na- 
turales médicas. También вс incluyen 
monografías, libros de divulgación cientí- 
fica y ciencia ficción. Dirijan sus opiniones 
a la Editorial Mir, 4 Rizhski 2, 
129820, Moscú, 1-110, GSP, UR 


En 1984 Mir publica: 
A. Tsipkin 
MANUAL DE MATEMÁTICAS PARA LA ENSEÑANZA MEDIA 


El manual está destinado para las escuelas do onseñanza media 
general y técnica y contiene una exposición amplia de las parles 
do las matemáticas que integran el progruma de enseñanza media, 
La obra se compone de los siguientes apartados: elementos do la 
looría do conjuntos, números reales, números complejos, método 
de coordenadas, geometría, trigonometría, teoría do los límites, prin- 
cipios del cálculo diferencial e integral, funciones elementales. 
Algunos de los apartados quo integran esto libro no forman parte 
actualmente del programa escolar, pero son imprescindibles para 
una mejor comprensión de los fundamentos de las matemáticas. 
Entre ollos cabe soñalar: la divisibilidad de los números enteros 
y polinomios, los algoritmos de Fuelidos, el teorema fundamental 
del álgobra, Jas curvas de segundo orden, ete. Junto con los cono- 
cimientos elementales que tienen carácter general, en el manual se 
examinan las propiedades aproximadas de las fracciones continuas 
y se du uno de los más simples y conocidos métodos dol cálculo 
aproximado, el método de langontes de Newton. 

El manual tiene fundamentalmente un carácter teórico y puede ser- 
vir no sólo como guía, sino que también como un libro de ropaso 
y se da uno de los más simplos y conocidos mótodos del cálculo 
paración do los exámenes de ingreso en los centros de enseñanza 
suporior. 


N. Efímov 
GEOMETRIA SUPERIOR 


En esle libro ве examina un gran número de problomas. Se da una 
argumentación matemática de la geometría euclidea у de-las geo- 
motrías по ouclidoas de Lovachovski y Rieman, de la geometria 
proyoctiva, geometría de Minkovski y de las cuestiones gcomélricas 
de la teoría espacial de la rolatividad, así como una noción general 
de las formas topológicas de la geometría do curvatura constante, 
La obra se divide on tros partes. El material principal se expono 
en las dos primeras, El libro se caracteriza por la claridad de su 
exposición, aunque las cucstionos gue trata, рог docirlo así, по 
siempre son sencillas. Ha sido reeditado varias vecos en la URSS 
y en Otros раізеѕ, La obra está dirigida а los estudiantes de los 
centros docentes superiores, así como a todos aquellas personas quo 
se interesan por la matomálica. 


